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Prefacio
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Capitulo 1

Introducao

Esse livro de calculo vetorial se dedica ao estudo de curvas, superficies, campos
vetoriais, integral de linha, integral de superficie e alguns teoremas de integracao,
tais como o teorema de divergéncia de Gauss e o teorema de Stokes, além de
aplicagoes.

1.1 Revisao

Para uma leitura mais tranquila desse livro, é esperado que o leitor tenha os
seguintes conhecimentos de Céalculo Diferencial e Integral: limites, derivadas e
integrais de funcao de uma, duas ou trés variaveis; integragdo em coordenadas
cartesianas, polares, cilindicas e esféricas; e outros conhecimentos mais basicos de
funcoes elementares. Abaixo seguem alguns exercicios de revisao.

Exercicios Resolvidos

ix —ix 1T __,—ix
&t — e senx = “S5— para obter as

ER 1.1.1. Use as expressoes cosx = 5

seguintes identidades trigonométricas:

a) cos?(x) +senzw = 1.

b) cos?(z) = 5 + 3 cos(2z).
c) sen?(z) = 1 — L cos(2z).
d) cos®(x) = 7= [cos(5x) + 5 cos(3x) + 10 cos(z)].

Solucao.




2 Célculo Vetorial

Agora usamos o Bindmio de Newton para n = 5:

(a+b)® = a® + 5a’b + 10a®b* + 10ab® 4 5ab* + b°

e obtemos:
5 651'96 + 5641':0671':0 + 1063ix€72ix + 10621':1:6731'90 + 561'966741'1 + 6751':1:
cos’(z) =
_ €5z$ + 5€3m + 10e™® + 10e + 56—3za: + e—5z:c
B 32
Recoletando os termos, chegamos a resposta final, pois cos(5x) = %, cos(3z) =
eBzmge—Bzm e COS(I‘) _ em:ge—zm <>

ER 1.1.2. Seja D a regiao do plano zy limitada pela circunferéncia de raio 1
centrada da origem, calcule o valor da integral dada por:

// 22dxdy.
D

Solugao. Parametrizando em polares, temos:
2 1 27 1 T
I :/ / (pcos0)? pdpdd :/ cos? «9d9/ pPdp = =
o Jo 0 0 4
O

ER 1.1.3. Seja H o hemisfério limitado pela esfera unitaria centrada na origem
e o plano x = 0 tal que z > 0. Calcule o valor de ® dado pela expressao

P = /// rdxdydz.
H

Solugao. Parametrizamos a regiao em coordenadas esféricas:

rsen 6 cos ¢,

= rsenfseny,

ISTINSJS

= rcosé,

com(0<r<1,0<0<m -5 <p< 7. Portanto

1 pr pw/2
o = / / / rsen 0 cos cprQ sen Ododbdr
o Jo J—x/2
I /2

= ( /O rsdr> ( /0 WsejQ 9d¢9> ( /_ Trpcosgodgo)
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1.1. REVISAO

Exercicios

-~ x —x
E 1.1.1. Use as expressoes coshz = “Ff—

seguintes identidades:

E 1.1.2. Resolva as seguintes integrais:
a) [sen?(x)dx
b) [ cos*(z)dx
¢) [ cos®(x)dx

e senhz =

E 1.1.3. Explique por que |cos(z) — 1| = 1 — cos(z).

e®

_ -
= para obter as

E 1.1.4. Calcule a area da regiao do plano zy limitada pelos eixos ordenados,

as retas x = 2 e y = 2 e a hipérbole zy = 1.
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Capitulo 2

Curvas e trajetorias

Neste capitulo, estudaremos fungoes vetoriais do tipo 7(t), ou seja, uma fungao
que associa um parametro real a vetores no plano ou espago. Fungbes vetoriais
que dependem de apenas uma variavel sao os exemplos mais simples de fungoes
que estudaremos.

2.1 Funcoes vetoriais de uma variavel - curvas e
trajetorias

Uma funcgao vetorial de uma variavel é uma fun¢ao da forma
r: D — R,

onde D C R é o dominio de definicdo de 7 e t é um parametro - podendo ser
interpretado como o tempo ou nao. Em coordenadas cartesianas, uma funcgao
vetorial assume a seguinte forma:

onde 7 = (1;0; 0),]': (0;1;0) e k= (0;0; 1) sdo mostrados na figura 2.1.

Exemplo 2.1.1. Sao exemplos de fungoes vetoriais

— —

a) f(t) = sen(t)i + cos(t)]

b) g(t) = ti + cosh(t)k

Q

¢) h(t) =2cos(t)i +4sen(t)j + tk, 0<t<8r

4



2.1. FUNCOES VETORIAIS DE UMA VARIAVEL - CURVAS E
TRAJETORIAS 5

x Y

— = —

Figura 2.1: Os vetores canonicos ,7,k.

Figura 2.2: Hélice circular dextrogira associada a funcao vetorial do Exemplo 2.1.3.

Uma curva no espago pode ser representada pelo conjunto de pontos de uma
fungao vetorial 7(¢) nao constante em todo o seu dominio. Um ponto 7(¢) de uma
parametrizacao ¢é dito regular se %(tt) # 0. Uma parametrizagao é dita regular em
t se dz(tt) # 0 em todos os pontos. E possivel definir orientacdo para uma curva
regularmente parametrizada, a orientagao é dada pelo sentido de crescimento do

parametro t.

-

Exemplo 2.1.2. A funcdo vetorial f(t) = cos(t)i 4 sen(t)] para 0 < t < 27 des-
creve uma circunferéncia de raio 1 centrada na origem sobre o plano xy orientada
no sentido anti-horario.

Exemplo 2.1.3. A funcao vetorial f (t) = cos(t)f+sen(t)j+t/g para t € R descreve
uma hélice circular, como mostra a figura 2.2.

O limite, a derivacao e a integracao vetorial sao definidas componente a com-
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Céalculo Vetorial

ponente no sistema de coordenadas cartesiano:

lim 7(¢)

t—a

dr(t)

lim z(t)7 + lim y(t)y + lim z(t)k

t—a

dt

a a7

/:ac(t)aht%L /aby(t)dthr /abz(t)dt/%’
/x(t)dtZJr/y(t)dt]+/z(t)dtl§

(2.1)
(2.2)
(2.3)

(2.4)

Teorema 2.1.1 (Regras de derivagao). A derivada de fungoes vetoriais satisfaz
as sequintes propriedades:

1.
2,
3.
/.
5.

Se 7(t) € um vetor constante, entdo

d’r(t) 6"

dt [Oﬂ'l( ) + 57?2(15)] = adrl 4 Bdm

Se f(t) € uma fungao real, entdo % [FOF ()] = f/(t)F(t) + f(t)ﬂ(t)
LR (t) - (b)) = 7i(t) -

LR (E) x mo(t)]

dia(t) | di(t) =
0+ 0l

= 7 (t) x 928 4 a0 g ()

dt dt

Demonstragio. Os dois primeiros itens podem ser obtidos diretamente de (2.2). A
verificacao fica a cargo do leitor. O item trés pode ser obtido de uma aplicacao da
regra da cadeia a (2.2):

d

SR =

= [ () (t) +

= SO + £(1)

& 007+ 1007 + 10207

o)

A derivada do produto escalar de duas funcoes vetoriais é dado por:

d

yARORAD)

I
=

[
[

L e (Oa(t) + 1 (O(t) + 2 (1) 2(0)

71 (D)a2(t) + 21 (D)3 ()] + [Y1(D)y2(t) + y1.(t)ys (1))

21 (t)22(t) + 21(8)23(t)]
7?1(75) ) d?“czlt( ) + dT’;i ) -Fg(t)

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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2.1. FUNCOES VETORIAIS DE UMA VARIAVEL - CURVAS E
TRAJETORIAS 7

Finalmente a derivada do produto vetorial pode ser obtida de:

S0 xm0] = 5 o) - a@no]7
b () - ()20
b ) - @)k
= [Bh(022(0) + 1 ()40 — A On(t) — 2 (OO
00+ 2(080) - a1 (02(0) - 00)A0]]
O + om0 — v (0a(r) — (0] F
= [Yi(®)z(t) — 21 (H)y2(t)] v
00 - 2 0)20))]
+ [21(0)ya(t) — yi(t)b(t)]f?
b 00 — 2R
+ [0 — 00407
+ [xl(ﬂyé(tz — U (t)xé(t)] k
- *1(t)xd;t(t)+d;§t) 7(t)

Demonstraremos agora um importante teorema do cédlculo vetorial:

Teorema 2.1.2. Uma fungdo vetorial i(t) possui norma constante se e somente

se u(t) - dzgt) = 0.

Demonstragdo. Como |Jul|? = @(t) - @(t), temos

—

dlul? d._. . Cd@ di . di
= @) - dD] =T — 4 — G =20 —
g = g ) aO] =t =20

U

Assim, se |lu|| for constante, a derivada a esquerda ¢é nula e temos (t) - dlfd—it) = 0.
. — du(t ~
Reciprocamente se w(t) - % = 0, entdo ||u|| deve ser constante. O

Observagao 2.1.1. Uma importante interpretacao deste teorema é que se ¥(t)
representa a velocidade de uma particula no instante de tempo ¢, entdao se o mo-
dulo da velocidade, v(t), for constante e ndo nulo entao a aceleracido a@ = %(tt) é
perpendicular a 9(t) sempre que for nao nula.

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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8 Célculo Vetorial

Exercicios

E 2.1.1. Calcule as derivadas das fung¢oes vetoriais do exemplo 2.1.1:
a) f(t) =sen(t)i + cos(t)]

b)
c)

t) = ti + cosh(t)k

Q

(
(t) = 2cos(t)i + 4sen(t)] + tk

I~

E 2.1.2. Dada a funcdo vetorial 7(t) = t%i + e'j — 2 cos it k, calcule:

a) lim7(t)

t—0
dr(t)

dt
dr(1
) ~a

b)

~—

E 2.1.3. Encontre o dominio da fun¢ao vetorial 7(t) e o valor da fun¢do no
ponto ty para:

a)
b) 7= cos(mt)i — In(t)] + vt — 2; to = 3.

= cos(t)i — 3t]; tg = .

=l

E 2.1.4. Expresse as equagoes paramétricas abaixo como uma tinica equacao
vetorial:

a) x(t) = 2cos(t); y(t) =t + sen(t).

b) x(t) = 2t; y(t) = 2sen(3t); z(t) = 5cos(3t).

E 2.1.5. Encontre a declividade (coeficiente angular) da reta contida no plano
z = 0 representada por ¥ = (1 — 2t)i + (2 — 3t);

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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2.1. FUNCOES VETORIAIS DE UMA VARIAVEL - CURVAS E
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E 2.1.6. Reconheca e represente graficamente as curvas descritas pelas se-
guintes fungoes vetoriais:

(t) = sen(t)i + cos(t)j + k, 0

IN

t

IN

™

(t) = sen(t)i + 2 cos(t)k, 0 < t < 2

E 2.1.7. Dada a hélice circular 7(t) = a cos(t)i + asen(t)] + ctk, sendo ¢ > 0,
encontre ¢ tal que a cada volta completa z avance 3 unidades.

E 2.1.8. Seja 7(t) o vetor posi¢ao de uma particula dado por

—

7(t) = acos(wt)i + asen(wt);

. N ~ = — dr(t — du(t
Calcule o vetor velocidade ¥ e o vetor aceleracao a dados por v = 255) ea= 7212 )

E 2.1.9. Verifique que a funcao vetorial dada por f (t) = };t; i+ 1_2;;237, —00 <
t < oo representa uma curva contida em uma circunferéncia no plano xy centrada

na origem. Identifique o raio desta circunferéncia, identifique a curva e isole os
quatro quadrantes.

E 2.1.10. Sendo #(t) = %f’(t), onde 7(t) = ||7(t)||, encontre as seguintes
identidades:

) 7 = G0

A ‘Z lf(t) - dff?] — F(t) x dzgt)
c) r'(t) = F(tzn('t;lz(b

d) di(ty 1 di(t)  (t) - 5 o

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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10 Célculo Vetorial

Figura 2.3: Aproximagao poligonal do comprimento do arco

E 2.1.11. Dadas @(t) = t2i—3tk, 7(t) = —4t3]+ (t+1)k e @(t) = 3t%i+t] —t3k,
encontre:

2.2 Comprimento de arco

Dada uma curva parametrizada pela funcao vetorial 7(t) = 2(t)i+y(t)j+2(t)k,
t € [a,b], estamos interessados no problema de calcular o comprimento L do arco
de descrito por uma curva 7(t), a <t < b.

Sejaa =ty < t; <ty < --- < t, = b uma partigdo equidistante do dominio
com At = t; —t; 1 e P, = 7(t;), i« = 0,1,--+ ,n, pontos sobre a curva, como
mostra a figura 2.3. Uma possivel aproximagao para o comprimento da curva é
dado pelo comprimento da poligonal determinada por essa particao. Observe que
o comprimento do segmento P;,_; P; é dado por ||P; — P;_4]|, logo, a aproximacao

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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2.2. COMPRIMENTO DE ARCO 11

-2 -1 1 2

Figura 2.4: (esq) Curva do exercicio ER 2.2.1; (dir) curva do exercicio E 2.2.2.

para o comprimento da curva é

Ln = IR~ P

= Z \/ —2i21)? + (Y — Yic1)? + (2 — 2i21)?

_ —xi1)? | Wi —yi1)? | (2~ 2io1)
. ZNJ N

xz 1 Vi — Yio1\> (27; — Zi1>2
- E AN A~ - ) At
( ) * ( At ) * At t

Naturalmente, L = lim,,_,, L,. Como o lado direito da ultima igualdade é uma
soma de Riemann, temos:

= [N G- (o

Logo, o comprimento do arco s quando a parametro corre de a até t é

s(t):/at

Exercicios resolvidos

2

dr(t)
dt

E—ce

dr(T)
dt

dr, a<t<b. (2.6)

ER 2.2.1. Calcule o comprimento de arco da curva parametrizada 7(t) = ti+ t2f,
definida para —2 <t < 2.

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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12 Célculo Vetorial

Solucgdo. A curva é um arco da parabola y = 22, e pode ser visualizada na figura
2.4.
Calculamos a derivada % =i + 2tj e portanto:

2 2
L= / VA2 4+ 1dt = 2/ VAt? + 1dt.
—2 0

Com a mudanga de varidvel 2t = tan(u),0 < u < «, onde a = arctan(4) temos
2dt = sec?(u)du e entdo

L = /Oa | sec(u)| sec?(u)du = /Oa sec” (u)du

_ [Sec(u) tam(u) + In |sec(u) + tan(u) ] -

2 0

Assim obtemos:
O

ER 2.2.2. Calcule comprimento de arco da curva parametrizada 7(t) = 5(1 —
t2)i + 415/2] 4 5t2k, definida para 0 < ¢ < 1. Essa curva pode ser visualizada na
figura 2.4.

Solucgao. Calculamos a derivada ‘Cil—f — —10ti + 103/ 2;—1— 10tk e portanto:

1 1
L = / V1003 + 1002 + 100£2dt = 10 / tVt + 2dt
0 0

3 3
= 10/ (s —2)st%ds = 10/ (532 — 25Y2)ds
2 2

2
— 33 2 — 4v/3.

Exercicios

E 2.2.1. Calcule o comprimento de arco da curva parametrizada 7(t) = (1 +
t)i+ (1 —t*)j, definida para —1 <t < 1.

E 2.2.2. Calcule o comprimento de arco da curva parametrizada 7(t) = (1 —
12)i 4+ (2 + %) 4 (1 + t2 — *)k, definida para 0 < ¢ < 1.

E 2.2.3. Calcule o comprimento de arco da curva parametrizada 7(t) = 2% +
(1 — 3+ 2092)] + (3 + 2tk definida para 0 < ¢ < 1.

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br
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2.3. TRIEDRO DE FRENET-SERRET 13

d(t)
dt

Figura 2.5: O vetor tangente

2.3 Triedro de Frenet-Serret

Seja a curva descrita pela fungao vetorial 7(¢). Queremos encontrar um vetor
que seja tangente a curva em um dado ponto. Para tal tomamos o limite
7t + h) —7(t)

lim
h—0

dii(t)
“ () dr()
7t = . 7(t) -

sempre que —~ # 0. O sentido do vetor == é dado
. di(t) .
pela parametrizacao da curva, em outras palavras, o vetor —g~ aponta no sentido
em que o parametro ¢ cresce.

Observe que a norma do vetor tangente depende de como a curva é parametri-
zada e nao apenas da curva em si. A fim de trabalhar com um objeto que independe
da parametrizacao, é natural definirmos o vetor tangente unitario, denotado por

—

T (veja figura 2.6):

Este limite converge para e, geometricamente, para o vetor tangente a curva

no ponto P relativo a 7(t)!

1 dF(t)  dF(t)

dz(tﬂ H dt '’ dt

T(t) = 40 (2.7)

A condicao de existéncia para o vetor T é que a funcdo vetorial que parametriza
a curva seja diferenciavel e que sua derivada seja diferente de zero, ou seja, que a
parametrizacao seja regular.

10 leitor atento ao formalismo pode tomar esta como uma definicdo de vetor tangente. Adi-
ante, veremos que esta definicao é consistente com o vetor tangente do calculo de fungbes de uma
variavel.
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14 Calculo Vetorial

Observacgao 2.3.1. Quando 7(t) representa a trajetéria de uma particula ao longo

do tempo, a derivada dflgf) é a velocidade 9(t) da particula. Neste caso, o vetor

tangente unitario é o versor associado a v(t):

7(t) = v(t)o(t) = v(t)T ().

A norma de ¢(t), denotada por v(t), é chamada de velocidade escalar. O vetor
T'(t) indica o sentido e a dire¢ao da velocidade.

O vetor T pode ser definido de forma alternativa como segue: consideramos s
como funcdo de ¢ na expressio (2.6) e observamos que () = || H > 0. Assim,

dt
s(t) é uma fungdo continua e monétona de t. Por outro lado, usando a Regra da

Cadeia, temos:

dr B drds - dr’ || dr(t)
dt dsdt ds| dt |’
Como %(tt) representa o vetor tangente, entao
i _ T 7

ds H@H%
dt

representa um vetor tangente unitario.

Agora, queremos definir um vetor ortogonal a T que esteja no plano determi-
dr(t) d27(t)

nado por = o~ Para isso, usamos o resultado do teorema 2.1.2. Observe
que a funcio vetorial T (t) possui médulo constante e, portanto, f(t) . ‘”:l—gt) = 0.
Observe ainda que

2t dT) = dT(t)  v'(t) dF(t) dT'(t)

= =v'(t)T'(t t = t)———
a2 g~ VWTO e == = e T
implica
dr(t) 1 d*r(t) o'(t) dr(t)
dt - w(t) di2 w(t)? dt

e assim f(t) e @ peﬁrtencem ao plano gerado por dz(f) e % e sao ortogonais
entre si. Entretanto, ‘ﬂ:l—gt) nao é necessariamente unitario. Logo, faz sentido definir

o vetor normal unitario como

1 dT(t)

®)

N =
dt
dt

N

d

A figura 2.6 contém a representacao do triedro de Frenet-Serret em alguns pontos
de uma hélice dextrogira.
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2.3. TRIEDRO DE FRENET-SERRET 15

B

-
-

Figura 2.6: Triedro de Frenet-Serret

Finalmente, vamos definir um vetor unitario que ¢é simultanemente ortogonal a
T e N. A forma natural de obter um vetor ortogonal a outros dois vem do produto
vetorial. Assim, o vetor binormal unitario é definido como

B=TxN.

Das propriedades de produto vetorial, temos que B alem de ortogonal a T e N
é unitario e forma um sistema dextrogiro. O trio T N e B é chamado de triedro
de Frenet-Serret. A figura 2.6 apresenta a representacao de alguns triedros de
Frenet-Serret.

Exercicios resolvidos

ER 2.3.1. Considere a curva 7(t) definida no exercicio E 2.2.2. Encontre o triedro
de Frenet-Serret f, N e B.

Solugao. Primeiro calculamos 0(t) := 7(t):

dr . S .
mw:z£:-2m+az+&y+u2—mm,
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16 Célculo Vetorial

cuja norma ¢ dada por:

172 = 462 + £2(2 + 3t)2 + 12(2 — 3t)% = £2(12 + 18£2).

—

243t 23t
Logo T' = HvH = Vi i+ \/12+18t2] T Vizrise
Derivando essa tultima expressao em relagao a t temos:

—

T 36t - 36(1—t) -  36(1+t) -

a2t repr T e T 2t meype

E para normalizar sem trocar seu sentido definimos:
u=ti +(1—t)] —(1—|—t)k

o que implica:

HUH2 =t + (1-— t)2 +(1+ t)2 =3t + 2.
Entao:
dy i toe 1t o 14t -

7+ — .
|| u Tl VB2 VBBt VBE+2

N =

Finalmente B = T x N calculado via

7 J k

-2 243t 23t
VI2+18t2 V1241812 /1241812

t 1—t¢ —1—t
V3t242 V3242 V3242

(—4 — 612)7 — (2+ 3t2)] — (2 + 3t2)k

V12 + 18152\/3752 +2
—2—» 1 - i

kv U 2

o]}
I
~L
X
=
I

¢

ER 2.3.2. Um erro comum entre estudantes é substituir a definicao de vetor
binormal unitario B =T x N pela expressao esptiria dada por

a
2

dt

a
2

|

Calcule esta expressao para o movimento circular uniforme e verifique que ela é
igual a —T e, portanto, perpendicular a B.

U
Sy
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2.3. TRIEDRO DE FRENET-SERRET 17

Solucao. Considere a e w constantes positivas e a trajetéria dada por:

F(t) = acos(wt)i+ asen(wt)j
F'(t) = —awsen(wt)i+ aw cos(wt)]
17O = faw| = aw.
=1
() = o
I (@)l
 —aw sen(wt)i + aw cos(wt)]
B aw
— —sen(wt)i + cos(wt)]
. T'(t
v - 10
17 @)l
_ —wecos(wt) — wsen(wt)
B w
= —cos(wt) — sen(wt)
N'(t) ~ wsen(wt) — w cos(wt)
IN@)] w

—

= sen(wt) — cos(wt) = =T

Exercicios

E 2.3.1. Calcule 7'(tg) e esboce o grafico de 7(t) juntamente com o vetor
tangente 7 ().

a) 7(t) = ti + 2], ty = 2.
b) 7(t) = et + €y, ty = In(2).

c) 7(t) = 2sen(t)i + j + 2cos(t)k, to = T.
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18 Célculo Vetorial

E 2.3.2. Encontre os vetores unitérios T e N para as curvas abaixo em t = t;.
a) 7(t) = 5COS(t)Z+ 5sen(t)f, to= 1.
b) 7(t) = (2 — 1)i + 1], to = 1.

E 2.3.3. Represente graficamente o terno de vetores f, NeBe verifique
através da regra da mao direita as seguintes identidades:

a) B=Tx N
b) T— N x B
O NoBxT

Use a identidade vetorial dada por
U X (Ux W) =0(U-w) —w(u-0)
para obter as identidades b e ¢ a partir de a.

E 2.3.4. O vetor binormal unitario foi definido em aula como B(t) = T(t) x
N(t). Argumente, sem célculos, que ele também poderia ser definido como

™(t)
ol

Bt) = o

E 2.3.5. Use a formula do exercicio 2.3.4 para calcular B(t) para a curva C :
7(t) = (sen(t) — tcos(t))i + (cos(t) + tsen(t))] + k.

E 2.3.6. Considere a trajetéria dada pela equagdes paramétricas

r = tsen(t
y = tcos(t
2 0

Esboce grafico dessa trajetoria para 0 < ¢t < 27, indicando os pontos inicial e
final. Esboce o triedro T, N e B nos instantes t = /4, t = 3w /4, t = b /4,
t = 7m/4.(Obs.: Nao é necessério calcular analiticamente o triedro.) Considere a
identidade vetorial 4 ||7(¢)|| = 7 <. O sinal dessa expressdo ¢ compativel com seu
desenho?
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2.3. TRIEDRO DE FRENET-SERRET 19

E 2.3.7. Um erro comum entre estudantes é substituir a definicdo de vetor
binormal unitario B =T x N pela expressao espiria dada por

Calcule esta expressao para o movimento circular uniforme e verifique que ela é
igual a -T e, portanto, perpendicular a B.

ISy
2

u
g

U
2

U

t

E 2.3.8. Considere a curva 7(t) definida no exercicio E 2.2.3. Obtenha o
triedro de Frenet-Serret T', N e B.

E 2.3.9. Represente graficamente o terno de vetores T,N e Be verifique
através da regra da mao direita as seguintes identidades:

o) BTxN
b) T = N x B
O N=BxT

Use a identidade vetorial dada por

U X (Ux W) =0(U-w) — (U -0)

para obter as identidades b e ¢ a partir de a. o
[Dica: Use o fato queT-T=N-N=B-B=1eT-N=T-B=N-B=0.

E 2.3.10. Considere a trajetoria dada pela equacoes paramétricas

xr = tsen(t)
= tcos(t)
z =0

Esboce grafico dessa trajetéria para 0 < ¢ < 2w, indicando os pontos inicial e final.
Esboce o triedro T, N e B no instante ¢t = /2.(Obs.: Nao é necessario calcular
analiticamente o triedro.) Considere a identidade vetorial d" = 27 < no instante
t = m/2, ela é compativel com seu desenho?

E 2.3.11. Um erro comum ¢ substituir a definicio de vetor normal unitario
pela expressao espuria dada por:
7" (t)
I @)
Encontre uma condi¢ao necessaria suficiente para que essa formula produza o re-
sultado correto supondo ||7/(t)]| # 0.
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20 Célculo Vetorial

Curvatura nula Curvatura pequena Curvatura malor

Figura 2.7: Nocao de curvatura em um ponto.

E 2.3.12. O que acontece com os vetores T, N e B quando se inverte a
orientacao da curva?

2.4 Curvatura e Torcao

Nessa secao, estamos interessados em definir, a cada ponto da curva, fungoes
que medem o quanto ela esta torcida ou curvada, isto é, se a curva é muito diferente
de uma reta ou se esta fora de qualquer plano do espaco. Primeiro, definiremos
uma fun¢ao chamada de curvatura, que mede a cada ponto do dominio, a norma da
variacao do vetor tangente com respeito ao comprimento de arco s. Naturalmente,
queremos que a reta tenha curvatura nula, pois ela nao difere da sua tangente em
ponto algum. Para facilitar a visualizagdo, podemos comecgar pensando apenas nas
curvas que estao contidas em algum plano. A figura 2.7 apresenta uma nogao de
curvatura em um ponto. B

a7

O vetor normal N , sendo paralelo a (Z—f por defini¢ao, também é paralelo a 5,

onde s é comprimento do arco definido pela curva da trajetéria de 7(¢). Assim,

dT .
— = kgN 2.8

onde k() > 0 ¢ uma fungao escalar chamada de curvatura. Por outro lado,
calculamos a variacao do vetor tangente com respeito ao comprimento de arco
s usando a regra da cadeia

ds  dtds dt |s'(t)|’

onde s(t) é a fungao que mede o comprimento do arco dado pela expressao (2.6).
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2.4. CURVATURA E TORCAO 21

dr(t)
dt

Usando o fato que? s'(t) = , temos:

dT 1 dT

ds || E@ dt
dt
Portanto, podemos escrever .
1<%
_ t

0=z

dt

Definimos também, para cada ponto ¢ do dominio, o raio de curvatura p
forma:

p(t) = o)

O raio de curvatura tem a seguinte interpretacdo geométrica: considere um

(t) da

ponto

7(to) onde da curvatura nao ¢ nula e defina o ponto #(tg) + (o) N, chamado de

centro de curvatura. O circulo centrado no centro de curvatura e raio p
tangente a curva em ¢, e possui a mesma curvatura (veja a figura 2.8).

Exemplo 2.4.1. A curva descrita por 7 = a cos(t)i 4+ asen(t)7, a>0,0
21 é uma cincunferéncia. Sua curvatura pode ser obtida da seguinte forma:

dr(t)

o = sen(t)i + acos(t)7,
dri(t
dt
) B " - " 7 o -
T — asen(t)i +acos(t)j _ _ sen(t)i + cos(t)7,

a

(to) ¢

<t<

(2.9)

(2.10)

Exemplo 2.4.2. Dada a curva y = 22, vamos encontrar a curvatura e o raio de
curvatura no ponto x = 1. Primeiro, encontramos uma parametrizagao para essa

curva, por exemplo, 7 = ti + tzj. Calculamos:

dr(t)

dt
Fp) — 1
0= Ivw

dr(t
ﬁ =1 + 41527
dt
2Teorema Fundamental do Célculo, parte 2

=i+ 2t],

(7 + 2t))
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Figura 2.8: Circulo de curvatura
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2.4. CURVATURA E TORCAO 23

dt
dT(t) 1. ( 8 232 102
— = ——=1 ——=t ===t —F=],
dt V5 NGV N MV
e
ar(t)| /16+4_2
dat || V5 55
Portanto,
[
K(l) = 42 = —
1% 5v/5
) J5
5v/5
p(l) = ——.

veja representacao geométrica na figura 2.8.

O leitor deve ter observado que conhecendo somente a curvatura nao é possivel
reconstruir uma curva a partir de um ponto dado. Um curva pode nao estar
contida em plano algum no espaco e, por isso, precisamos definir uma funcao
escalar, chamada torcao, que mede a magnitude da variagdo do vetor binormal. A
figura 2.9 apresenta uma ideia de tor¢do: uma curva contida em algum plano no
espaco tem tor¢ao nula e quando maior a variagdo com respeito ao plano definido
por TeN , maior a tor¢ao. O leitor deve tomar cuidado na interpretagao da figura
2.9, pois se esticarmos indefinidamente a hélice circular representada, ela voltara
a se aproximar de uma reta, que tem tor¢ao nula (veja problema 2.4.2). Sabendo
que a tor¢ao sera definida em termos da variacdo do vetor binormal com respeito
ao comprimento de arco s(t), fazendo algumas observagoes:

(Fx8) =T 5ax

w4
ds  ds

Usando a expressao (2.8), temos que Cfl—f = kN, logo

1

dB -
—_T
ds %

&‘&
(Va)
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24 Calculo Vetorial

Torc¢ao nula - Torcao pequena - Tor¢ao maior -

Figura 2.9: Ideia de torgao.

Isso implica que ‘fl—f ¢ ortogonal a T. Mas, pelo teorema 2.1.2, temos que ‘fl—f é

ortogonal a B. Logo, ‘fl—]f é paralelo a N , ou seja, podemos definir

dB .
— = —7N 2.1

dB
) ds

estd no sentido de — N ; entao se P é um ponto sobre a curva movendo-se no sentido
positivo, B gira em torno de T como um parafuso de rosca direita sendo apertado
(veja a figura 2.10). Em alguns contextos, calculamos a médulo da tor¢ao, dada
por

onde 7 é chamado de torcao. O sinal negativo tem um propésito: quando 7 > 0

5 dB
(e
7| = ds | T ey
[l
Ainda, definimos o raio de torcao por
1
)= —.
=0
Podemos calcular % em termos da curvatura e da torcao:
AN d /5 = dB = = dT
— =—|BxT)=—xT+ B x —.
ds  ds ( ) ds + ds

Usando as expressoes (2.8) e (2.13), escrevemos

N — — — —
d—:—TNxT—i—BX/iN.
ds
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ou seja,
dN - "

As equagoes (2.8), (2.13) e (2.14) sdo chamadas de Férmulas de Frenet-Serret.

Como esperavamos, se k£ = 0, entao % = 0, o que implica que T' nao varia ao

longo da curva, ou seja, a curva é uma reta. Agora, se 7 = 0, entao % =0eBé
um vetor constante. Como B-T = B - % = 0, entao podemos integrar para obter
B - (r'—73) = 0, onde ry é um vetor constante da integragao. Logo 7 estd contido

no plano ortogonal a B.

Exercicios resolvidos

ER 2.4.1. Calcule a curvatura, raio de curvatura e o modulo da torgao para a
hélice circular 7(t) = cos(t)i + sen(t) + tk.

Primeiro calculamos a derivada de 7(¢):
Solucgao.

dri(t - -
:l(t ) = —sen(t)t + cos(t) + k,

cujo modulo é dado por:

Agora calculamos o vetor tangente unitdrio pela definigao:

dr(t)
dt

H = \/sen?(t) + cos?(t) + 12 = V2,

. osen(t)- cos(t) 1 -

Para calcular o médulo da torcao, calculamos a derivada do vetor tangente unita-
rio:

AT (t) __cos(t)>  sen(t)

dt V2T

cujo modulo ¢ dado por:
dT'(t)

dt

Nl

Finalmente temos a curvatura:

7
|| dt
ds

dt

df
ds

K(t) =

1
% 5

Sl

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

26 Célculo Vetorial

O raio de curvatura vale, portanto:

Para calcular a torcao, primeiro calculamos o vetor normal unitario e o vetor
binormal unitario:

g} ar 4 . ;
N(t) = I % = —cos(t)i — sen(t)].
dt
5 — __sen(t) cos(t) 1
B(t) VRV R,

—cos(t) —sen(t) 0
sen(t)» cos(t)- 1 -

vt A

Calculamos agora a derivada do vetor binormal unitario:

dB(t) ~ cos(t)

t Py sen(t) -

cujo moédulo é dado por:

dB(t)| 1
dt || 2
O modulo da torgao é dado por:
dB(t) 1
r(t)] =~ = 2.

Exercicios

E 2.4.1. Calcule a curvatura, o raio de curvatura e o médulo da torgao das
curvas abaixo:

a) 7= acosh(t)i + bsenh(t)j, —0o <t < 00, a >0, b > 0.

b) 7= acos(t)i + bsen(t)k, 0 <t <2r, a>0,b> 0.
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.torcao

Lcurvatura

Figura 2.10: Curvatura e Torgao

¢) 7=acos(t)i +asen(t)]j + ctk, t >0, a >0, c> 0.

E 2.4.2. Dada a hélice circular 7 = acos(t)i + asen(t)j + ctk, t > 0, a > 0.
Dado um a constante, calcule os valores de ¢ para que a tor¢ao seja maxima e
minima.

2.5 Foérmulas alternativas para curvatura e tor-
cao

A curvatura e a tor¢ao podem ser calculadas de maneira mais simples. Para
concluir isso, comegamos calculando as derivadas de 7. Usamos aqui que s'(t) =

dz(f) , obtida da equagao (2.6):

dF  dfds -
T sa s
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28 Célculo Vetorial

—

&2F . dT
bl o
WTE +¢ dt
_ //T‘ n 9L ]\7
T )2
= §"T +(s')*kN
e
37 L dT . dN .
d—tg = "T+¢"— o +25's"kN + s (/ﬁdt%—/ﬁ’]\f)

— "T 4+ §"s'kN + (25’3"/{ + 8’2/4) N
+ k(=T + 7B)
= (3”’ K2 ’3) T+ (33”5’/@ + 3’2/1’) N + s’B/WE,

onde usamos as expressoes (2.8) e (2.14). Agora, tomamos os seguintes produtos:

dr " d*v B33 dr " > d3F 6 2
— X — =8k e — X — == =S8 KT
dt — dt? dt — dt*> dt3
Isso implica em
dr » d*r | ,|3 dr o > A3 dr o d*r
— X —=|=1|5|"k e — X == == ==X —| T
dt  dt? dt  dt*> dt3 dt — dt?
ou seja,
2~o
| ||3
e
di o &7 &7
_ dt clt2 dt3 _ (216)

15 < 11

Observacao 2.5.1. Uma aplicagdo natural é a decomposicao da aceleracdo em
suas componentes tangencial e normal. Observe que

dr

az'l_}):'l}fzslf

a=vT +v’kN.
Concluimos que a aceleragdo estd no plano normal a B e possui componentes
tangencial e normal:

= CLTf—f— CLNN,

onde ar = v’ e ay = v’k. Entdo, se a velocidade possui normal constante, temos
b b
que v = 0 e a aceleracdo possui apenas componente normal.
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Exemplo 2.5.1. Consideramos a elipse no plano zy cuja equagao canoénica é dada
por:
2 2
T Yy
Aqui a e b sdo constantes positivas e representam os comprimetos dos semieixos
da elipse. Inserimos a parametrizagdo z(t) = acos(t) e y(t) = bsen(t) para obter
o vetor 7(t):

7(t) = acos(t)i + bsen(t);.
as derivadas de 7(t) sdo, portanto, dadas por:
(t) = —asen(t)i + beos(t)]
() = —acos(t)i — bsen(t)]
Assim, temos:

7)) xm(t) = (—asen(t)ﬂ— bcos(t)j’) X (—acos(t)f— bsen(t);’)

— absen®(t)k + abcos?(t)k = abk

Onde Usamos a 1dent1dade trlgonometrl a sen?(t) + cos?(t) = 1 e as identidades
vetoriais i X j =k, j x i = —keix i=7jxj=0. Agora calculamos ||7(t)]|:

1/2
IF(0)]| = [a® sen’(t) + b cos? ()]
Desta forma, temos:

I (6) x (1) _ ab
[ @)1 [a? sen?(t) + b2 cos?(¢)]*/*

K(t) =

Vale observar que os pontos de méxima e minima curvatura estao nos vértices, isto
&t=0t=3,t=met= 37” A prova dessa afirmacao sera objeto de exercicio.
Podemos expressao a curvatura da elipse em termos das variaveis originais x e
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30 Célculo Vetorial

Exemplo 2.5.2. Consideremos agora, a curva gerada pelas seguintes equagoes
paramétricas:

x(t) = cos(t) y(t) = sen(t) z(t) = f(t).

Onde f(t) é uma fungao dada. Observe que a projegao desta curva no plano xy é
uma circuferéncia de raio 1. A curva é, portanto, gerada pela trajetoria de ponto
cuja projecao do movimento no plano zy é cirvular e a altura é dada pela funcao
f(t). Podemos calcular a curvatura e a torgdo conforme a seguir:

F(t) = cos(t)i+sen(t)] + f(t)k

Z:; = —sen(t)i + cos(t)j + f'()k
27 . 2T
= =~ cos(t)i —sen(t)j + f"(t)k
37 - = "\
= = sen(t)i — cos(t)y + f"(t)k

Assim, calculamos:
ar &
dt  dt?

ar  d&*r &7 , "

PRI @)+ (@)

= [f"() cos(t) + f'(t) sen()] i + [ f'(t) cos(t) + f"(t) sen(t)] ] + k

di &7 -
|dtxdt2|=¢1 ()
dr ;
5 - v

E finalmente, obtemos:

V14 () + (f”( ))?

(1 + (f’( »2)*?
F/(8) + £()
L+ (f'(0)” + (f"(1))

Podemos, agora, explorar diversos casos particulares:

a) Caso f(t) = c constante. Neste caso, recaimos na circunferéncia de raio 1,
cuja curvatura é 1 e a torcao é nula.

b) Caso f(t) = ct com ¢ constante Recaimos na hélice cicular uniforme, ja

estudada, cuja curvatura é i + —— e a torcao é T + —.
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c) Caso f(t) = ct? com c constante. Recaimos na hélice cicular com espagca-

V42144 c2t?

mento linearmente crescente, cuja curvatura é dada por (LtaczeyT?
C

e cuja

ct

torgao ¢ dada por 2 -

d) Caso f(t) = sen(t). Recaimos na elipse de semieixos 1 e v/2 no plano y = z.

V2 577 € a torgao ¢ nula.

Neste caso, a curvatura é k = —¥Y=
(1+4-cos(t)?)

e) Caso 7 = 0, isto é, f'(t) + f"(t) = 0, o que é equivalente a f(t) = a +
bcos(t)+csen(t) onde a, b e ¢ sdo constantes. Recaimos na elipse de semieixos

1 e v1+b+c? no plano z = bxr + cy. Neste caso, a curvatura é k =
b2+C2+1 ~ 7
(1—besen(2t)+c2 cos? (£)+b2 sen2 (£))>/2 ¢ a torgao ¢ nula.

Exercicios resolvidos

ER 2.5.1. Considere a hélice dada por

r = acos(wt)
= asen(wt)
z = ct.

Onde a e w sao constantes positivas.

a) Encontre a curvatura desta hélice usando a férmula

o ) < P ()]
(MO

b) Encontre o médulo da torgao desta curva usando a seguinte féormula para
calcular o vetor binormal unitério:

7I(t) x (1)

B =
[77(8) < ()]

e a seguinte féormula para o médulo da torcao:

a5
ds

1Bl

[l (@)l

c¢) Discuta o sinal da torgao em funcao do sinal de cw.

—

d) Confira a conclusio do item c), sabendo que N = — cos(wt)i — sen(wt)}
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32 Célculo Vetorial

Solugao. Observe que:
F(t) = acos(wt)i+ asen(wt)] + ctk,
7'(t) = —awsen(wt)i + aw cos(wt)j + ck,

7
7'(t) = —aw?cos(wt)i — aw?sen(wt)j.

Assim:

ol

J

.

() x 7'(t) = | —awsen(wt) awcos(wt) ¢

—aw? cos(wt) —aw?sen(wt) 0

= acw?sen(wt)i — acw? cos(wt)j + a*w® (COS2(wt) + senz(wt)> k

1

= acw’sen(wt)i — acw? cos(wt)j + a*wk

|17'(t) x 7" (t)]] = \/a202w4 sen?(wt) + a?c?w* cos?(wt) + a*w’
= Va2Ruw! + a*ub = |a|wVe + a2w? = aw*Ve + a?w?
Usamos a férmula da curvatura:
17 (t) x ™ (2)]]
[ ()]
aw?v/c? + a?w?
— — g 3
H—aw sen(wt)i + aw cos(wt)j + ck:H

aw?v/c? + a?w?
3/2
(a2w2 + 02) /
aw?

aw? + c2

Agora usamos a férmula da torcao:
5 - 7 (t) x 7 (t)
17 () < ™ (#)]]
acw? sen(wt)i — acw? cos(wt)j + a*wk
la|w?2y/c2 + a2w?
acsen(wt)i — accos(wt)j + a*wk

av'c? + a?w?
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Sabemos que o médulo da torcao é dado por:

d -
—B
ds

7| =

d 5 /
- |58 o

-

acw cos(wt)i + acw sen(wt)j

‘B -
dt av/c? + a*w?
e
Ir" @) = H—aw sen(wt)i 4+ aw cos(wt)] + CEH
= V2 + a?w?
d = acw cos(wt)i + acw sen(wt)]
B -
ds a(c? + a?w?)
Portanto:
d - lacw|
= —B e _—
I H ds H a(c? + a?w?)
|cfw
c? + a’w?

Observando a orientacao da curva, vemos que a ela é dextrogira se ¢ > 0, levogira

se ¢ < 0, o sinal da torcao € o sinal de c:
cw
T = —
2+ a’w?

Podemos verificar essa conclusao sabendo que:

d ~ -
T = —%B - N
B acw cos(wt)i 4 acw sen(wt)
- ( a(c? + a?w?)
cw cos?(wt) + cw sen? (wt)
(2 + a?w?)
cw

2 + a?w?

—

j) : (— cos(wt)i — sen(wt)j')
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ER 2.5.2. Mostre que se ay e ap indicam as aceleracoes normal e tangencial,
respectivamente, entao
|l = o} + a3
onde @ é o vetor aceleracao. Verifique essa identidade na trajetoria dada por
7(t) = 3cos(t)i + 3sen(t)] + k.
[Dica: use o fato que ||d@||> =a - a.]
Solugao. Basta usar a seguinte identidade e simplifique:
ldl* = llarT + axN|?* = (azT + axN) - (arT + ax N)
A trajetéria em questao é dada por:
7(t) = 3cos(t)i 4 3sen(t)] + t2k
Para obter os valores pedidos, calculamos:
7(t) = —3sen(t)i+ 3cos(t)j + 2tk
7'(t) = —3cos(t)i — 3sen(t)] + 2k
IF@) = (9sen(t) + 9cos(t) + 4t2)

onde

=
.
!

7(t)x ™' (t) = | —=3sen(t) 3cos(t) 2tk
—3cos(t) —3sen(t) 2k

— (6cos(t) + 6tsen(t))i 4+ (=6t cos(t) + 6sen(t)) j + (9 sen?(t) + 90082(25)) k

9

(6 cos(t) + 6tsen(t))” + (—6t cos(t) + 6sen(t))” + 81] 1/2

|
= {(36 cos?(t) + 72sen(t) cos(t) + 36t senQ(t))
+ (36t2 cos?(t) — 72 cos(t) sen(t) + 36 Sen2(t)> + 81} 2

— [36+36¢ +81]" = (1174 36¢2) "
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Portanto
(117 + 362)
(9 + 4¢2)'/?
e
(117 + 362)
(9 + 4¢2)*2

A aceleracao tangencial pode ser obtida conforme

U-d  9sen(t)cos(t) — 9sen(t)cos(t) +4t 4t
v (9 + 412)'/? (9 + 412)'/*

ar =

Agora, retornamos ao pedido nesta lista:

l@l? = [~3cos(t)i — 3sen(t)j + 2|
= 32 4+22=13.

2
(117 + 36¢2)'/? 4t 2
a?\, + aZT = /3 N\
(9 + 412)"/ (9 + 4t2)"/
117 + 36t2 16t2 117 + 52t2

0142 Toxar . 9+ap
13 2
_ M:B,

9+ 422

E também:

o que verifica a identidade.

ER 2.5.3. Mostre que a curvatura do grafico da fungao

y=f(z)
sobre o plano zy ¢ dada pela expressao

@l
(4 f(@2)*”

Use essa expressao para obter a curvatura das seguintes curvas planas:

k(z) =

a) y=ar+b
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36 Célculo Vetorial

y=+va*—2% —a <z <aondea>D0.

Como vocé interpreta os casos a e b? As curvas dos itens ¢ e g possuem pontos
onde a curvatura é zero. Que implicacao isso tem sobre a existéncia do vetor
normal unitério N? Interprete geometricamente.

[Dica.: Use a parametrizagio ¥ = ti + f(t)j e aplique na erpressao para a
curvatura.]

Solucao. Use a parametrizacao:
7(t) = ti+ f(t)]

na férmula da curvatura dada por:

-

_Ir@ x el _ [+ r@d) < i
WP EESECHE

=

a) k(z)=0

b) k(z)=1/a

) w(r) = 222

d) k(x) = ﬁ
e) k(x) = Wg(z)

0 rlo) = el

g) k(z) = m
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Obs.: A curva a) é uma reta, pelo que tem curvatura zero. A curva b) é uma
semicircunferécia de raio a, pelo que tem curvatura 1/a. Nos pontos de curvatura
zero, o vetor normal nao esté definido. No item c¢), lim,_,_ N (t) = limg_04 N (t) =
j’, mas no item g), os limites nao sdo iguais, evidenciando mudanga de concavidade.

Para analisar mais rigorosamente a existéncia do vetor normal, observe que o
vetor tangente e normal sao dados por:

I ()
R O
IR U0V
1+ fI(t)?
= (@) i (e pw?)
') = 0 (1)
+ [ (1+f’ N i (1+f’(t)2)_3/2}5‘
= L — )+ 7
= e O]
, (1)
N = =
Y= ol
) —f (i +7
"] /1 + f(1)2
— inal (£ —f(t)i+j
= sinal (f"(¢)) Newoo
J& o vetor B(t) é dado por:
B=TxN = 7Z+f/(t)j x sinal (f"(t)) —f(0i ]

(L+ f/())k
1+ f/(t)?

Alternativamente, do fato que N = B x T e de o vetor B ser previsivel por
inspecao, poderiamos ter evitado os calculos mais trabalhosos para obter o vetor
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38 Célculo Vetorial

=

kxT, f'(t)>0
N = —kxT, f"(t)<0
nao definido, f"(t) =0
O vetor B também poderia ter sido calculado pela férmula:

= () x (1)
17 () < (#)]]

onde

7)< (8 = (P4 £1@0)F) x f1(0F = [0k,

¢

ER 2.5.4. Calcule o valor minimo e o valor maximo do raio de curvatura de uma
elipse de semi-eixos a e b quando 0 < a < b. Dica:

ab
a2 + (b2 — a2) cos?(1)]*/?

K(t) =

e use o fato que 0 < cos?(t) < 1. Facao casoa < beb < a.
a) O que acontece quando a = b?

b) Quais sdo os semi-eixos da elipse cujo raio de curvatura varia entre 50m e
400m?

c) Encontre os semi-eixos da elipse cuja curvatura maxima é 8m ™! e o semi-eixo
menor é im.

Solugao. As curvaturas maximas e minimas sdo (ndo necessariamente respecti-

3 . ~ 2 2
vamente) 5 e a% Os raios de curvatura associados sao % e 5.

a) Quando a = b, a elipse é uma circunferéncia e o raio de curvatura é constante

igual a a, que é o raio da circunferéncia.

b) Para calcular os semi-eixos da elipse cujo raio de curvatura varia entre 50m
e 400m, suponha, sem perda de generalidade, que a < b e resolva:

2
a
?—50
2
b—:400
a
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2

Da primeira equagao, temos b = £5, o que substituimos na segunda equacao
para obter:

b2 a4

— = = 400

a 502%a

o que significa
a® = 400 x 2500 = 1.000.000.

Assim a = 100m e b = ‘;—; = 200m.
¢) Sem perda de generalidade, considere a < b e temos as equagoes:

b

ﬁmam:72:8
a

Como a = 1/4, obtemos: b = 8a*> = & = Lm.
%

ER 2.5.5. Um automoével se desloca com velocidade constante sobre uma pista
cuja forma é uma elipse horizontal de semi-eixos 50m e 200m. Calcule a velocidade
do autémovel para que a aceleragdo normal méxima seja 2m/s%.

Obs: Para calcular a curvatura, vocé provavelmente usou uma parametrizacao
do tipo 7 = asen(t) 4+ bcos(t), explique por que esta parametrizacao pode ser
usada para obter a curvatura, mas nao pode ser usada diretamente para calcular
a aceleragao normal.

Solugao. A curvatura maxima da pista é:

200 2
kmam =" =_"m"
502 25

Sabemos que ay = kv?, portanto a maxima velocidade possivel é:

Sobre a observagao, a parametrizacao ¥ = asen(t) + bcos(t) descreve a elipse,
mas nao satisfaz a a condicao de velocidade escalar constante, pelo que pode ser
usada para obter a curvatura, mas nao representa a cinética do problema. O

ER 2.5.6. Considere a trajetéria dada por

x(t) = cos(t), y(t) =sen2t, z(t)=0.
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Esboce o grafico desta trajetéria sobre o plano zy. Encontre uma expressao
para a curvatura k como uma funcao da coordenada x na forma

|z|(6 — 42?)
(5 — 1722 + 1624)*/*

k() =

Mostre que a curvatura é zero na origem e apenas na origem. Esboce, agora, o
grafico da curvatura como funcao de x abaixo do grafico da curva. Dica: Use
identidades trigonométricas como sen(2t) = 2sen(t) cos(t), cos(2t) = cos?(t) —
sen?(t) e sen?(t) + cos?(t) = 1.

Solugao. A curva é dada por:

7(t) = cos(t)i + sen(2t)7.

Assim:
F'(t) = —sen(t)i+ 2cos(2t)]
F'(t) = —cos(t)i — 4sen(2t)]
Portanto:
IF'(0)]| = y/sen2(t) + 4.cos?(2t)
= \/sen2(t) + 4 — 4sen?(2t)
= \/sen2(t) + 4 — 16 sen?(t) cos?(t)
\/1 —cos?(t) +4 — 16 (1 — cos?(t)) cos?(t)
V1 — a2+ 4 - 16(1 — a2)a?
= V5 — 172 + 162
e

7'(t) x 7'(t) = (4sen(t ) en(2t) 4 2 cos(t) cos(2t)) k
[8 sen’(t) cos(t) + 2 cos(t) (0082(t) - sen2(t))} k
= [GSen cos(t) + 2 cos®(t )} k
[6(1— 2%z +22°| k

|

61’—41’}
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Portanto:

I7(5) x 7B = (63— 42°] = Jo|(6 — 42?)

1.00 A

|z[(6 — 42?)
(5 — 1722 4+ 1624)**

k(z) =

uuuuu

0.50 1

—0.75 1

—1.00 4

0.25 0.50 0.75 1.p0

-1.00-0.75-0.50-0.25 0.

00 0.25 0.50 0.75 1.00
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ER 2.5.7. Considere a hélice circular nao uniforme dada por
x = cos(t)

y = sen(t)

z

= f(t) =8V

80
70
60
50
40
30
20

10

a) Encontre o passo P(t) (variagdo da coordenada z) entre os pontos dados por
to =1t ety =t+ 21 e mostre que P(t) = ﬁ\/&&ﬁ”

b) Encontre a curvatura desta hélice usando a férmula dada no Exemplo 2.5.2:
VL) + ()
h= 32
(14 (F()?)
¢) Encontre a tor¢ao desta curva usando a férmula dada no Exemplo 2.5.2:

o f/(t) + fl/l(t>
L+ (f/(0)" + (f"(1)”

d) Interprete os limites do passo, da curvatura e da tor¢ao quando t — oco.

Solucgao. O passo é dado por:
P(t) = 8t+ 271 —8t

st
V8 + 21 + /3
\/8t+2ﬂ—\/§)'<\/m+\/§>

I
/~

2

VSt + /St + o1
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Primeiro calculamos as derivadas:
f(t) = 8t1/2’ f/(t) — 4t_1/2’ f”(t) _ _Qt—3/2 e f”/(t) _ 6t_5/2.
Assim:
F?=16t"1 e f(t)* =472

Portanto:

L+ f(02+ £/(8) = 141667 44675 =7 (£ 4+ 1617 + 4)
1+ f/(t)> = 1+16t" =t (t+ 16)
P+ f"t) = a7V 46152 =52 (4t2 + 6)

Obtemos da férmulas conhecidas:

B L1682 +4 V1682 + 4
32 (t + 16)* (t+16)*?
t52 (42 + 6 tV2 (4t +6

() = (4" +6) (4t +6)

(31612 +4) (13 + 1612 + 4)

Vemos que:
fm P) =0
A () =1
fmr(t) =0

A intepretacao intuitiva é que, a medida que o passo da hélice decresce, a curva se
aproxima de uma circunferéncia unitaria. A curvatura se aproxima da curvatura
dessa circunferéncia e a torcao se aproxima de zero. Dica: Analise o grafico dessa
curva. O

Exercicios

E 2.5.1. Calcule a curvatura x(x) e faga um esbogo com a respectiva circufe-
réncia de curvatura:

a) y=1 emz =1

b) y = %xQ, em x = —1.

c) y=-¢€", emx =0.
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E 2.5.2. Calcule o raio de curvatura p(t) da elipse z(t) = 2cos(t), z(t) =

us

sen(t), 0 <t <2m,t=0et= 7. Esboce as circunferéncias de curvatura nestes
pontos.

E 2.5.3. Em que ponto a curva y = e” tem a maxima curvatura?

E 2.5.4. Considere a hélice dada por
= acos(t),
= asen(t),
z = ct,
onde a > 0.
a) Encontre a curvatura desta hélice usando a férmula
_ 7@ < @)l

I @]

b) Encontre a tor¢do desta curva usando a seguinte férmula para calcular o
vetor binormal unitario:

B =

¢) Encontre a tor¢ao maxima e a tor¢do minima para um dado a.

E 2.5.5. Considere as fungoes vetoriais dadas por

— —

f(t) = cos(mt)i+ sen(mt))
G(t) = cos(nt®)i + sen(mt®)]

Verifique que ambas parametrizam a mesma curva quando —1 < t < 1. Verifique
se as parametrizacoes sdo regulares e compare o comportamento da derivada em
t = 0. Que consequéncias isso tem para a existéncia do vetor tangente unitario?

E 2.5.6. Uma motocicleta percorre uma trajetoria circular de raio 20m com
velocidade constante em modulo. A motocicleta podera derrapar se a aceleracao
normal exceder 2m/s®. Qual é a velocidade méxima do motocicleta para que ela
nao derrape?

E 2.5.7. Mostre que se ay e ar indicam as aceleragbes normal e tangencial,
respectivamente, entao
~112 2 2
|@l]” = ay + a7

onde @ é o vetor aceleracao.
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E 2.5.8. Calcule o valor minimo e o valor maximo do raio de curvatura de
uma elipse de semi-eixos a e b quando 0 < a < b. O que acontece quando a = b?
Quais sao os semi-eixos da elipse cujo raio de curvatura varia entre 50m e 400m?

E 2.5.9. Seja 7(t) o vetor posigao de uma particula em movimento e t o tempo.
Encontre 9(t), d(t) e ||U(t)]]. Faga um esboco da trajetoria representando o(t) e
a(t) em to.

a) 7(t) = 3cos(t)i + 3sen(t)], to = z.

b) 7(t) = e'i +e7'], tg = 0.

¢) 7(t) = cosh(t)i 4 senh(t)], ty = In(2).

d) 7(t) = cos(t)i + sen(t)] + tk, to = T

E 2.5.10. A trajetéria de uma particula é representada na forma paramétrica

por x(t) = acos(wt), y(t) = bsen(wt).

a) Faca um esbogo da trajetéria paraa =2, b=1e w = 1.

b) Mostre que a aceleragao a esta voltada em diregdo a origem.

¢) Mostre que ||d(t)|| é proporcional a distancia da particula a origem.

—

E 2.5.11. O movimento de uma particula é descrito por 7#(t) = (t — t2)i — t2].
Encontre o valor minimo para ||U(t)|| da particula e sua localizacao quando tiver
esta velocidade.

E 2.5.12. Encontre o angulo entre #(t) e @(t) para 7 = t37 + t25, t = 1.

E 2.5.13. Onde ao longo da trajetoria 7(t) = (t2 — 5¢)i + (2t + 1) + 3t%k, os
vetores velocidade e aceleragdo sao ortogonais?

E 2.5.14. Prove que se o médulo da velocidade de uma particula é constante,

entao os vetores velocidade e aceleragao sao perpendiculares. (Sugestao: Considere
19]* = ¥ ).

E 2.5.15. Prove que se a aceleragao normal de uma particula em movimento
é zero para todo t, entdo a particula se move ao longo de uma reta. (Sugestao:

— llvxd]
lembre-se que k = =5 ).
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E 2.5.16. Calcule a componente tangencial ar e a componente normal ay da
aceleracao em t =t para:

a) 7(t) = 2cos(t)i + 2sen(t)], to = 3
b) 7(t) =e i +elj, tg=0
c) 7(t)

d) 7(t) = ti + 2] + 3k, to = 1.

(83 — 2t)i + (12 — 4)J, to = 1.

—

E 2.5.17. Calcule a componente tangencial da aceleragao dado v(t) = ||7]| =

V3t +4,t=2.

E 2.5.18. Dada a aceleracao d(t) de uma particula, calcule a velocidade #/(t)
e o vetor posicao 7(t), supondo ¢t > 0, 7(0) =0 e 7(0) = 0, para:

a) @ = 12cos(2t)i — 8sen(2t)] + 16tk.
b) @=e "' —6(t+ 1) + 3sen(t)k.
E 2.5.19. Uma mosca viaja sobre uma trajetéria 7(t) com velocidade 0(t) e
aceleracao d(t) = 2cos(t)i + 2sen(t)j, 0 < ¢t < 2w. Sabendo que a velocidade da

abelha no ponto t = 0 é #(0) = —j. Calcule (t), a(t) := ||@(t)||, an(t) e ar ().
Verifique a identidade a(t)? = ax(t)* + ar(t)?.
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Capitulo 3
Superficies

—

Neste capitulo, estudaremos fungoes vetoriais do tipo f(u,v), ou seja, uma
fun¢ao que associa um ponto do plano real a vetores no espaco.

3.1 Funcoes vetoriais de duas variaveis reais -
superficies

Uma funcao vetorial de duas varidveis ¢ uma fungao da forma
T D1 X DQ — Rg,

onde D; x Dy C R? é o dominio de definicio de 7 e (u,v) € Dy x Dy sdo os
parametros ou as coordenadas de superficie. Em coordenadas cartesianas, uma
funcao vetorial assume a seguinte forma:

Flu,w) = z(u,w)i + y(uw)] + z(u,0)k
Exemplo 3.1.1. Sao exemplos de funcoes vetoriais
a) f(u,v) = sen(u)i + cos(v)] + uvk
b) §(u,w) = sen(u) cos(v)i + cosh(u) senh(v)] + uk

Uma superficie no espaco pode ser representada pelo conjunto de pontos de
uma fungao vetorial 7(u,v) ndo constante em todo o seu dominio. A seguinte
interpretagao ajuda entender essa fungao: se fixamos v e temos que 7(u,v) descreve
uma curva e 7, (u,v) é um vetor tangente a essa curva. Da mesma forma, se fixamos
u temos que 7(u,v) descreve uma curva e 7%, (u,v) é um vetor tangente a essa curva.
Se essas curvas nao forem paralelas, temos um sistema de coordenadas curvilineo
para escrever todos os pontos da superficie. Pense no globo terrestre, o medidiano
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Figura 3.1: Um esfera centrada na origem com meridianos e paralelos tracados.

de Greenwich e a linha do Equador: o globo como uma superficie, Greenwich e
Equador como duas curvas e longitude e latitude como um sistema de coordenadas
curvilineo, veja Figura 3.1.2 Observe que esse sistema curvilineo fica bem definido
quando 77, e 7, nao sao paralelos nos pontos do dominio. Chamamos de superficie
regular aquela que satisfaz

Ty X Ty 7 0.
Exemplo 3.1.2. A funcao vetorial
7 = asen(u) cos(v)i + asen(u) sen(v)j + acos(u)k, a >0, 0<u<m, 0<v <2
descreve uma esfera centrada na origem e raio a. De fato, colocando

x = asen(u) cos(v), y = asen(u)sen(v) e z = acos(u),

temos que

x2+y2—|—22:a2.

Além disso, se (z,y,z) é um ponto qualquer nesta esfera, entdo existem u e v na
parametrizacdo. Para tal, basta escolher u = cos™! (i) e escolher v € [0,27) tal
que:
(v) = ’ e sen(v) = Y ut0 e u#m
cos(v) = ——— = — .
asen(u) asen(u)
Exemplo 3.1.3. A funcao vetorial
7 = cosh(u) cos(v)i + cosh(u) sen(v)] + senh(u)k, 0 < v < 27, u € R

descreve um hiperbol6ide de uma folha. De fato, para cada par (u,v) no dominio,
a parametrizacao

x(u,w) = cosh(u) cos(v), y(u,v) = cosh(u)sen(v) e z(u,v) =senh(u)
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nos leva na equacao canonica de um hiperboldide de uma folha:
2? +y* — 2% = cosh®(u) cos®(v) + cosh®(u) sen®(v) — senh*(u)
= cosh®(u)(cos?(v) 4 sen®(v)) — senh?(u)
— cosh?(u) — senh?(u)
= 1.
Recriprocamente, se (x,y,z) é um ponto sobre o hiperboldide, definimos u =
sen!(z) e escolhemos v € [0,27) tal que:

x _ oy
cosh(u) ¢ Sen(m_cosh(u)'

cos(v) =

Exercicios

E 3.1.1. Mostre que a fungao vetorial
Fluv) = (u40)i+ (u— )]+ (3u— 20+ 1)k, 0 <wuw < oo,

descreve um plano.

E 3.1.2. Mostre que a func¢ao vetorial
(uw) = 3cos(u)z+ 3sen(u)]’—|— vlg, 0<u<2m, 0<v<2

descreve um cilindro.

3.2 Vetor unitario normal e orientacao

Para os fins de teoria de integracao sobre superficies, que discutiremos mais
adiante, é fundamental definir o vetor unitario normal. Dado uma superficie e
um ponto nela, dizemos que um vetor é normal a superficie se ele é perpendicular
no ponto a cada curva contida na superficies. Em especial, um vetor normal
a superficies no ponto zg = z(ug,v0), Yo = y(uo,v0) € 20 = 2(ug,vp), deve ser
perpendicular as curvas 7(ug,v) e 7(u,vg), isto é, as curvas geradas quando se fixa
um dos parametros uy ou vg, respectivamente. Assim, podemos concluir que cada
vetor normal estd da mesma direcdo do produto vetorial 7, x 7,. Finalmente, o
vetor normal unitario deve ter norma unitaria, portanto, deve ser da forma:
T X Ty

i =+ (3.1)

17 x 7|

Observe que se a superficie for regular, entao 7, x 7, # 0, o que indica que a
expressao (?7) estd bem definida. Aqui, o sinal indica para qual lado o vetor
normal aponta e define a orientacao da superficie.
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Exemplo 3.2.1. Vamos calcular o vetor normal a esfera

7 = asen(u) cos(v)i 4+ asen(u) sen(v)j + acos(u)k, a>0, 0<u<m 0<v <2

Calculamos as derivadas

7, = acos(u)cos(v)i + acos(u)sen(v)j — asen(u)k,

7, = —asen(u)sen(v)i+ asen(u) cos(v)j,

o produto vetorial

7 i k
Tu X Ty = acos(u) cos(v) acos(u)sen(v) —asen(u)
—asen(u)sen(v) asen(u)cos(v) 0

—

v)

) )i 4+ a®sen®(u) sen(v)j .

+ (a sen(u) cos(u) cos®(v) + a® sen(u) cos(u) sen?(v))k
) cos(v)

= a?sen®(u) cos(v)i + a®sen’(u) sen(v)] + o sen(u) cos(u)k

= a’sen?(u) cos(v

e a norma do produto vetorial

|7 X 7] = aQ\/sen4(u cos?(v) + sen?(u) sen?(v) + sen?(u) cos?(u)
sen'(

+ sen?(u) cos?(u)

visto que 0 < u < . Assim,

— Fu >< F’U
n = I a——
||Tu X Tv“

j:aQ sen?(u) cos(v)i + a® sen?(u) sen(v) + a®sen(u) cos(u)k
a?sen(u)
= + (sen(u) cos(v)i 4 sen(u) sen(v)j + cos(u)E) :

Observe que em u = v = 0, temos ¥ = ak e 1 = k. Portanto, o sinal positivo
orienta a superficie para fora e o sinal negativo orienta a superficie para dentro.
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Exercicios resolvidos

ER 3.2.1. Calcule o vetor normal unitario a superficie conica z = 1 — \/x? + y?
no ponto (1,0,0), sabendo que a orientagao positiva tem componente k negativa.

Solugdo. Considere a parametrizacio para o cone 7(z,y) = zit+yj+(1—v/22 + y?)k.
Calculamos

— X —
Foo= ik
Va2 + y?
q = Yy

ol

T, = J—

SR

No ponto (1,0), temos:

7= i—k,
o=
O produto vetorial é dado por
FoxX T, = i4k
e a norma do produto vetorial
17 x 7 = V2.
Assim,
. Ty X T,
S
= i\f (i+k).

—

Como a orientacao positiva da superficie tem componente k negativa, o vetor
normal é

Exercicios

E 3.2.1. Calcule o vetor normal unitario ao paraboldide z = 22 + y? no ponto
1,1,2), sabendo que a orientacao positiva tem componente k positiva.
G
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52 Célculo Vetorial

3.3 Caso particular em que a superficie é o gra-
fico de uma funcao

O caso particular da superficie representada por uma fungao z = f(x,y), po-
demos assumir uma parametrizagdo natural 7= wi + Uj—l— f (u,v)E. Analogamente
para os casos y = f(z,z) ou x = f(y,z), podemos assumir, respectivamente, as
parametrizacoes 7 = ui + f(u,v)f+ vk ou 7 = f(u,v)ZJr vj + uk. Para o caso
z = f(z,y) (analogamente para os demais), a condicio 7, x 7, # 0 assume a forma

FUXF’U = 10 fu(u,v)
0 1 fu(uv)

Isso implica que 7, X 7, # 0, ou seja, a superficie é regular. Voltaremos a discutir
esse assunto nos proximos capitulos, quando o vetor gradiente estiver definido.

Exemplo 3.3.1. Os planos sao definidos por equacoes da forma
ar +by+cz+d=0,

onde pelo menos umas das constante a, b ou ¢ nao é zero. Supondo ¢ # 0, basta
— — —az—by—d ; ‘ ~
escrever z = f(x,y) = - e definimos o plano como o grafico da funcao f.

Exemplo 3.3.2. A figura 3.2 apresenta uma lista das principais quadricas estuda-
das na disciplina de Célculo Diferencial e Integral com funcoes de varias variaveis.
As equagdes sao as seguintes:

2 2

a) Cone eliptico: 2z = a,; + %2
2 2 2

b) Elipsdide: x— + %2 + 'i —1

2 2

c¢) Paraboldide Eliptico: z = % + 3

;. . 1 xT
d) Paraboldide Hiperbdlico: z = PR

22 2 2
e) Hiperboldide de uma folha: — + 22 1
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Paraboloide Hiperbolico Hiperboloide de uma folha Hiperboloide de duas folhas
Figura 3.2: Quédricas

2 2 2
f) Hiperboldide de duas folhas: —— — &= + — =1
2 p2 2
a c
Algumas das superficies quadricas sao graficos de fungdes, como é o caso dos
paraboldides e outras nao sao, como € o caso cone eliptico. Mesmo assim, podemos
definir a quadrica como a uniao do grafico de duas fungoes. Por exemplo, o cone

eliptico pode ser escrito como a uniao dos gréaficos das fungoes z = \/% + %z e
2 2

z=—\5+ 4%,

Exemplo 3.3.3. A superficie cilindrica 22 + y?> = 9, 0 < z < 2, pode ser escrita

como a uniao dos graficos das fungoes x = /9 — 3%, 0 < 2z < 2ex = —/9 — 32,
0<2z<2.

Exercicios

E 3.3.1. Esboce o gréifico da superficie z = 1 — 22 — 32, 2 > 0.
E 3.3.2. Esboce o gréifico da superficie z = 1 — /a2 + y2, 2 > 0.
E 3.3.3. Esboce o gréfico da superficie 4% + 22 =4, 0 < x > 3.

E 3.3.4. Esboce o gréafico da superficie x + y 4+ z = 1, no primeiro octante.
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Capitulo 4

Campos vetoriais

4.1 Campos escalares e campos vetoriais

Campo ¢é termo usado para designar fungoes definidas em uma porcao do es-
pago tridimensional (ou bidimensional), isto é, fun¢oes cujo dominio D é um sub-
conjunto de R?* (ou R?). Trabalharemos com dois tipos de campos: os campos
escalares e os campos vetoriais. Os campos vetoriais sao fungoes cuja imagem é
composta de vetores no R?, j& a imagem dos campos escalares sdo nimeros reais,
isto é, escalares.

Exemplo 4.1.1. Sao exemplos de campos escalares.

a) A funcdo que liga a posi¢ao de um ponto dentro de uma sala a temperatura
neste ponto.

b) A pressao do ar como fungao da posi¢do na atmosfera.

¢) f(z,y,2) = 100 + 20e~ V#*Hv*+2*,

d) flay.z) =7 -7=a2+y*+ 22, onde 7 = zi + yj + 2k .
Exemplo 4.1.2. Sao exemplos de campos vetoriais.

a) A fungao que liga a posigdo de um ponto dentro de uma fluido a velocidade
(vetor) neste ponto.

b) O campo magnéticos, elétrico, gravitacional etc.
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4.2 Representacao grafica dos campos vetoriais

Um campo vetorial é representado graficamente por um conjunto de setas par-
tindo de pontos (z,y,z) e de comprimento proporcional ao médulo de F (x,y,2) e
mesma direcao e sentido de F (x,y,z). O conjunto de pontos é escolhido de forma
arbitraria de forma a permitir interpretar o campo.

Exemplo 4.2.1. Represente graficamente o campo vetorial F (xy) = \/gf, y > 0.

A Y

— — — — 1—> — — — —
— — — — - — — — —
— — — — — — — — —
— — — — - — — — —
— — — 0’5—> — — — —
— — — — — — — — —
— — — — - — — — —
— — — — — — — — —

x
=t —————f—————F
-1 —0,5 ) 0,5 1

Exemplo 4.2.2. Represente graficamente o campo vetorial F(z,y) = zi, y > 0.
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1Y
-+ 4— - - - (),8 — - - = — ——
- | - - - 0 6 - — — — —
-— - - - - i - - - — —
0,4+~
- - - - - | - - - —
- - - - - 0’ 2 - - - —
i x
ettt
—1 —0,5 ) 0,5 1
- € - - - 0 2 - — — — —
- - - - - i - - = — —
—0,4
- a4 - - - | - - = — ——
- - - - _0’6 B - - - —
- - - - -—0,8 - - - - — ——
1L
Exemplo 4.2.3. Represente graficamente o campo vetorial F (r,y) = —yi + 7.
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14Y
J ‘/0,6—
P R NN X
S “ir o XN
Jo4
SRS
;v - b
| IS Lt ":*}:*:.:-I»
1 ¢ *—0,5 ) 0,5 f 1
. VR R
T
A A, /‘
G //
1L
Exercicios
E 4.2.1. Faca um esboco dos campos vetoriais F. Procure representar os

vetores com as respectivas proporgoes:

a) F(xy)=2i—].

b) Flry) = yi - aJ;
— - 1 - e .
C) F(Zﬁ,y) - \/m (xl—i_yj)?
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4.3 Calculo com o operador nabla

4.3.1 Definicao matematica de divergente, gradiente e ro-
tacional

No célculo vetorial, o operador V, pronunciado nabla ou del, é um simbolo
usado para denotar uma série de operadores diferenciais definidos em campos es-
calares e vetorias, como gradiente, divergente e rotacional. Ele é definido simboli-

camente como:

i+ J o (4.1)
ox 8y 8z

Rigorosamente falando, o operador del ndo é um operador diferencial, mas um

mnemonico que ajuda a lembrar de uma série de operadores diferenciais:

S L T
Vf = - +]8 8,2 (Gradiente),

OF, 0F, OF;

V.-F = o + o + P (Divergente),
- o 0F;  0OF, -(0F, OF3 - (0F, OF; _
F = —_— - = —_— - k{— — — t 1).
VX ( dy 0z > J ( 0z ox ) + < or oy > (Rotacional)

O rotacional pode ser representado pelo seguinte determinante simbélico, que fun-
ciona como um mnemonico para lembrar facilmente de sua defini¢ao:

i 7k
Vi r_| 9 o 0
V x F = = 5 5
F I

Exemplo 4.3.1. Calule o gradiente do campo escalar dado por f(z,y,z) = zy+ z.

-0f  -0f  -0f
4.2
Z6x+‘78y+k6 —yitaj+k (4.2)

Vf =
Exemplo 4.3.2. Calule o divergente e o rotacional do campo vetorial dado por
F = (yz+ )i+ 2%] + 2°k.
oFy, 0F, OF
: 2 > (4.3)

V-F = —14+0+32=322+1
8x+8y+8z + 0+ 3z z°+
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i ik
Vi B ) a 9
yz+ax 22 28

= (0-22)i4+(@y—0j+0—-2)Fk )

= —2+ yj — zk.

Exemplo 4.3.3. Dado o campo vetorial dado por F=z z—l—y ] calcule o gradiente
do divergente, vV - F de F

oFy, O0F, O0F;

V. F = =5rt +2 4.
\Y o + ay + P S5x* + 2y (4.7)
VV-F = 202% +2j (4.8)

4.3.2 Operadores diferenciais de segunda ordem

Operadores diferenciais de segunda ordem podem ser definidos através da com-
posicao de operadores diferenciais de primeira ordem. Combinando o gradiente,
rotacional e divergente, encontramos as seguintes possibilidades:

V-Vf (Divergente do gradiente ou laplaciano) (4.9)
V xVf (Rotacional do gradiente) (4.10)
VV . F (Gradiente do divergente) (4.11)
V-VxF (Divergente do rotacional) (4.12)
VxVxF (Rotacional do rotacional) (4.13)
No caso do Laplaciano, temos
> 3 = (0f- Of- Of:
: = e ey
V-Vf V- ( o i+ By J+ ER
*f  f  0°f

4.14
0x? + 0y? * 022 (4.14)

O Laplaciano também pode ser denotado por ﬁQf ou por Af, ou seja, Af =
Vif=V-VY/.
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O Laplaciano também pode ser definido para um campo vetorial F = Fii+
F»j5 + F3k da seguinte forma:

VF = (V2R)i+ (V*F)j + (v2F3 k
0’°Fy N 0*F, 32F1 0 F, aQFQ 62F2 -
Ox? 8y2 8x2 8,22 J
N (82F3 OF; | 82F3> 7

0x? + 0y? 022
mﬁ+yﬁ+yﬁ
ox?  Oy? 022

Assim como estabelecemos uma expressao para o Laplaciano, podemos escrever
todas as expressoes dos operadores de segunda ordem usando as defini¢oes de
gradiente, divergente e rotacional. Por exemplo, se F=F i+ ng+ FgE, temos a
seguinte expressao para o gradiente do divergente:

oo = o (0Fy O0F, OF3
VV-F—V<8x+ay+az>
PRy, 0’F, O0°Fy\- [(0°F, O°F, O°Fy) -
= + 2 i+ Tt j
ox?  Oyx  Ozw Jxy  Oy? 0zy
OPF,  0°Fy, O*F3)\ -
<8x2 * dyz + 0z? g

As demais expressoes ficam de exercicio para o leitor.

4.3.3 Identidades envolvendo o operador nabla

Nesta secao, discutimos alguma identidades envolvendo o operador V. Sejam
f = flzwy,z) e g = g(z,y,2) campos escalares e F = ﬁ(x,y,z) e G = é(x,y,z)
campos vetoriais. Entao, valem as identidades da tabela 4.1.

As demonstragoes dos itens 1, 2 e 3 da tabela 4.1 vem diretamente da lineari-
dade das derivadas parciais. De fato, no caso do item 1,

- 3} - 0 - 0 -
V(f+g) = (faig)H (f({);rg)jJr (fajg)k

af | 9dg of g of g
<8$+8x> +<5y+8y>‘]+<82+0z>k

_ 0f- Og- Of- Og- Ofp Ogp

“ax+a i+ 559t 550 T 9P T 5,k

= Vf—l—Vg.
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Tabela 4.1: Tabela do operador v

1. V(f+g)=Vf+Vyg

2. ﬁ-(ﬁ+é):€~ﬁ+€-é

3. ﬁx(ﬁ+é):§xﬁ+ﬁx@

4. V(f9)=fVg+gVf

5. V- (fF)=(Vf)-F+f(V-F)

6. ﬁx(fﬁ)zﬁfxﬁ—l—fﬁxﬁ

. ﬁ-ﬁf—ﬁQf—giéJrngth,

onde V2 = %—i—%#—% é o operador laplaciano

8. Vx (Vf)=0

9. V- (VxF)=0

10. Vx (VxF)=V(V-F)-VF

11. 6-(]3><G4>:G-(4><13)—F-(qxé)

- ﬁx(ﬁxé)z(éﬁ)ﬁ—é(ﬁ-ﬁ)—

—(ﬁﬁ)é+ﬁ(ﬁé)

3 ﬁ(ﬁ é):(é-ﬁ)ﬁ+(ﬁ-ﬁ)é+
+F)X<§XG_’)+C_1;X(_’XF))

14. Vo(r) = ¢'(r)?
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As demonstragoes dos itens 2 e 3 sao analogas ao do item 1. Os itens 4, 5 e 6
da tabela 4.1 sao demonstrados a partir da propriedade da derivadas parciais do
produto de duas fungoes. No caso do item 4,

ﬁ(fg) _ (aj;g) +agyg)j+ (aJ;g)

AT G A G AT 5L

f<&7+a%+ﬁw0+g<m?+éf+af)

or Oy 0z 0 0
= fVg+gVf
O item 7 estd demonstrado na expressao 4.14. Os itens 8 e 9 podem ser provados

por simples inspecao, desde que assumimos que as func¢oes envolvidas possuem a
segunda derivada continua:

i 7k
VxVf = | 2 2 2
of of of
ox Oy 0Oz
(%28
0z0y  0Oyoz

L (PP
J 0xdz 020z

[ O*f 0 f
ok <8y8x B 8x8y>

Sob a regularidade exigida, as derivadas parciais podem ser comutadas e cada
termo do rotacional é nulo, isto é:

V-VxF = 0 (4.15)

A demonstragao é andloga para o item 9 da tabela.
Para o item 10 da tabela, supondo F' = Fji + F5j + F3k, observemos que

i i i
V x (VxF)= o 2 o (4.16)

OF3 OFy 0F OF3 0F OF

oy 0z 0z ox ox oy
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Os termos a direita do item 10 sdo:

(4.17)

— Vi =——— — - (4.18)

Vamos calcular apenas a compotente i de cada um dos trés termos imediata-
mente acima. A componente i da expressao (4.16) é

O (0F Ok 0 [0k 0k (4.19)
Oy \ Ox dy 0z \ 0z ox )’ '
a componente 7 da expressio (4.17) é
OPF,  0*Fy,  O%F3
4.20
0x? * Oyx * Ozx (4.20)
¢ a componente ¢ do operador (4.18) é
2 2 2
_8F1_8F1_0F1' (4.21)

0x? Oy? 0722

Agora, fica facil ver que a soma das expressoes (4.21) e (4.20) resulta na expressao
(4.19). Analogamente, podemos demonstrar a igualdade das outras duas compo-
nentes para concluir a validade do item 10 da tabela. As demonstragoes dos itens
11, 12 e 13, embora um pouco mais longas, sao analogas a do item 10, e ficam
como exercicio. O demonstragao do item 14 serd feita na segao 4.8

Exercicios resolvidos
ER 4.3.1. Mostre que V- (6]‘ X 69) =0
Solucgao.
B o= V. (fx V)
= Vyg- (ﬁ X ﬁf) +Vf- (6 X 6g) tab(11) com F =V fe G = Vg.
= 0 tab(8)
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ER 4.3.2. Simplifique V x (_)ﬁ‘FH)vLﬁx [ﬁxﬁxﬁ}—l—ﬁxﬁQﬁemos’cre
que esta expressao equivale a (V- F)(V x F)
Solucao
E = ﬁx(ﬁﬁ-ﬁ)%—ﬁx[ﬁxﬁxﬂ%—ﬁxVQF
= ﬁx(ﬁﬁ-ﬁ)+ﬁx[ﬁxﬁxﬁ+ﬁ2ﬁ]
= Vx (FV-F)+FxV(V-F) tab(10)
= {ﬁ - F) x +(_’ﬁ)(§xﬁ)}+ﬁxﬁ(ﬁﬁ), tab(6) com f =V - F.
= (V-F)(VxF)

Onde se usou que AxB=-BxA.

ER 4.3.3. Verifique tab(10), isto é, VxVxF=VV.F—V2F para

—

F = 2%yi + zyzj + 22yk.

Solucgao.
i j k
VxF = o 0 0

2?2y xyz 2y
= (22 — a:y) i+ (0— 0);—1— (yz — 962) k

; ] X
X X = = = <
\Y \ F ox dy 0z

(z*—wy) 0 (yz—2?
= (z=0)i+(2242) ]+ (0 +2)k

/<\|l

<l

=
|

V(2ay + x2 + 2y2)
= 4 2)i+ 2z +22)]+ (z + 2k
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VF = 2yi + 07 + 2y/§

Vemos que a identidade se verifica.

Exercicios

E 4.3.1. Calcule o divergente e o rotacional do campo F para

a) F=a%—2j+yzk

—

— ™ — cos(y)] + sen?(2)k

1]

b)
E 4.3.2. Mostre que se 4 = ai + bj—l— clg, onde a, b e ¢ sao constantes, e
7 = xi + yj + zk, entao:
a) V- (@x7)=0.

=

b) V x (i@ x ) = 2.

E 4.3.3. Dado f = 2z2* — 2%y, calcule Vf e ||[Vf|| no ponto P(2, — 2,1).

E 4.3.4. Mostre que (F-V)7=F, onde F = f(x.y,2)i+g(x.y,2)] +h(z,y,2)k.

E 4.3.5. Mostre que

V3(fg) = fV2g+2Vf-Vg+ gV

E 4.3.6. Use a tabela do operador del para mostrar que:

a) (F-V)F=1V(F-F)-Fx(VxF)
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4.4 Derivada direcional e gradiente

Imagine um campo escalar f(z,y, z), isto é, uma fungao que atribui um valor
numérico a cada ponto (z,y, z) numa regiao do espago.

A derivada direcional de f(z,y,z) mede a taxa de variacao de f na diregao
especifica apontada por um dado vetor v a partir do ponto (g, Yo, 20)-

Tomemos, como exemplo, a temperatura 7'(x,y,z) como fungao da posigao
(x,y,2). A derivada direcional nesse caso serd a taxa de variagao da temperatura
com deslocamento em dada direcao e sera medida em unidades de temperatura por
unidade de comprimento. Observe que a taxa de variacdo da temperatura num
dado ponto pode ser diferente na direcao norte e na direagao oeste.

Matematicamente, a derivada direcional Dyf(z,y,z) é definida da seguinte
forma:

) T+ hvg,y + hv,, z + hv,) — f(z,y, 2
Daf(x,y,z):}lg%f( Yy yh ) — flz,y,2)

Aqui, ¥ = (v, vy,v,) é um vetor unitario que define a direcdo em que estamos
calculando a derivada direcional, e h é um pequeno incremento.

A derivada direcional, assim definida, é um limite do tipo 0/0 e pode ser calcu-
lada usando a regra de L’Hopital, isto é, derivando o numerador e o denominador
em h, na variavel do limite:

d
dh +h1’a h ) hz
Dyflz,y,z) = ;lzim dhf(x Uz, Y + hvy, 2 + hv,)

—0 1

_ d
= ilg% %f(m—khvx,y—khvy,z—khvz)

Usando a regra da cadeia para fungoes de véarias variaveis, temos:

d
— f(z 4+ hvg,y + hvy, 2+ hv,) = ;xf(x—l—hvx,y—irhvy,z—l—hvz)vz

dh
0
+ a—yf(x + hvg, y + hvy, 2z + hv,)v,
+ aazf(:v + hvg, y + huy, z + hv,)v,.

Agora tomamos o limite A — 0:

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

4.4. DERIVADA DIRECIONAL E GRADIENTE 67

Dsf(x,y,z) = llm C;Lf(:p+hv$,y+hvy,z+hvz)
8 0 0
- %f(xvyaz)vx + 7f(l‘,y,2)’0y + &f($7y7z)vz
= af( z)z+ f( z)J —|—gf(a: 2k -(v i+ vy] 4 v l;)
- 83: 7y ay (92 aya T y] z
= €f<l’,y,2) ‘U

Exercicios resolvidos

ER 4.4.1. A temperatura da um ponto P(z,y) de uma placa metélica é:

Ty
T(x —_—
(z.y) = 1+ a22+y2
Encontre a taxa de varia¢ao da temperatura em (1, 1) na diregao do vetor @ = 2i— ;

Solucao. Primeiro normalizamos o vetor @ para obter o versor com sua direcao e
sentido:

o _ 20 —j
~ all T vEr

N

5 (7).

7 —

Agora calculamos o gradiente da funcao dada:

y(1 — 2+ y?)i + z(1 + 2% — y?);
Qe

VT (z,y) =

Substituimos no ponto z =y = 1:
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4.5 Divergente e equacao da continuidade

E importante construir uma interpretacao intuitiva do conceito de divergente
de um campo vetorial.

Em termos fisicos, a divergéncia de um campo vetorial é a medida do quanto
esse campo se comporta como uma fonte (criador de linhas de campo) em um
determinado ponto. E uma medida local do quanto h4 mais vetores saindo de uma
regiao infinitesimal do espaco do que entrando nela.

Um ponto em que ha criacao de linhas de campo tem divergéncia positiva e
¢ frequentemente chamado de fonte. Um ponto em que o fluxo é dirigido para
dentro tem divergéncia negativa e é frequentemente chamado de sumidouro do
campo.

Se imaginamos um pequeno cubo em torno de um ponto, o divergente é po-
sitivo quanto ha mais linhas de campo saindo do que entrando. Analogamente,
o divergente é negativo quanto ha mais linhas de campo entrando do que saindo.
Veja os gréaficos abaixo de campos da forma F= f (x);, isto ¢, apontam na diragao
x e s6 dependem da coordenada z:

No grafico a esquerda, o campo é nulo na face esquerda, mas atravessa a face
direita no sentido para fora. Ja no grafico a direita, o campo esta entrando pela
face a esquerda, mas é nulo na face a direita. Em ambos os casos, o campo é
paralelo as outras quatro faces, pelo que nao as atravessa.

Observe que o fendémeno é devido a expansao ou a compressao das linhas no
sentido x. Vale observar que para um campo da forma F = f (x)zj o divergente é

dado por:

S o 0 0 0 0
F=lF+ 2Rt oF=—F.
v ox 1+0y 2+823 ox

Podemos generalizar esse raciocicio assumindo um campo constante em cada
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face, isto é:
F

Il
-
—~

8
=
+
=
<
S~—
<.
+
=
—
o
a1

Somando as contribui¢oes de cada componentes, obtemos:

0 0 0
= £F1 + @FQ + EFS

—

V-

Sl

Que ¢é justamente a expressao do divergente.

Para um campo mais geral cujas trés componentes dependem das trés variaveis,
considera-se que para um cubo muito pequeno (tao pequeno quanto se queira), as
componente podem ser consideradas constantes em cada face.

4.5.1 Equacao da continuidade

Pode-se ilustrar a divergéncia de um campo vetorial usando o exemplo de um
campo de velocidade de um fluido, cujo movimento pode ser representado por um
campo vetorial U(x,y, z) enquanto sua densidade é um campo escalar p(z,y, z).

Admitimos que o fluido seja compressivel, isto é, pode se tornar mais rarefeito
em algumas regides de espago e mais comprimido noutras.

Nosso objetivo é consolidar o significado do operador divergente através de
um raciocinio no estudo do escoamento de um fluido. Para isso, chegaremos numa
importante equacao conhecida como "equagao da continuidade", que expressa outra
lei fundamental da Fisica - a conservagao da massa.

Denotamos a densidade de corrente o campo vetorial dado pelo produto da
velocidade com a densidade:

-

J(z,y,2) = p(r,y,2)0(x,y, 2).

Observe que essa grandeza tem unidade Kg/m?/s no S.I., isto é, quilograma
por metro quadrado por segundo e mede quanta massa atravessa atravessa uma
superficie por unidade de medida da area da superficie num intervalo de tempo.

Vamos considerar o movimento de um fluido em uma regiao do espaco em que,
por hipétese, nao ha fontes nem sumidouros. Por "fontes", estamos nos referindo a
regides onde ha emissao ou criagdo de particulas, enquanto por "sumidouros', nos
referimos a regides onde ha absor¢ao ou destruicao de particulas.

Agora, vamos imaginar o escoamento desse fluido através de um pequeno cubo
de lado £ e volume V := £3, em um sistema de coordenadas retangulares e cujas
faces sao paralelas aos planos coordenados, conforme ilustrado a seguir:
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X

Vamos calcular a vazao através deste volume elementar, ou seja, a quantidade
de massa que entra menos a quantidade de massa que sai dele por unidade de
tempo. Para realizar esse calculo, analisaremos cada par de faces opostas da
caixa, compondo a vazao de trés partes distintas: a vazao através das faces frontal
e posterior, a vazao através das faces superior e inferior e a vazao através das faces
laterais. Todas as faces tém 4rea (2.

A variagdo da massa total, m dentro do cubo é dada pela vazao total que
atravessa as seis faces do cubo. Posicionado cubo com um vértice em (z,y,z) e seu
vértice oposto em (z + £,y + , z + ().

dm(t)

dt

[Jl z,y, Z) - Jl(x +£7ya Z)]

TAPA
+ Clh(z,y,2) — Jo(z,y + 0, 2)]
+ 62 [Jg(l',y, Z) - J3($7y72 + 6)]
)

Expressamos, agora, a massa m(t) como o produto da densidade média dentro
do cubo pelo volume pl? e dividimos ambos os lados da igualdade por ¢3:

@ . JI(I,y,Z)—Jl(ZE‘f'E,y,Z)_
a | 4 |
_JQ(IE,y,Z)—JQ(I',y—I—g,Z)_
+
L é A
_Jg(x,y,z)—Jg(x,y,z—l—é)_
T 7

Agora, aplicamos o limite ¢ — 0+:
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op(zy,zt) 8 0 0
ot - $ Y, 2 ayJQ(xaya 2) + 8z<]3(x7y7 Z)
ﬁ

Esta equacgao é chamada equacgao da continuidade e expressa a lei de conserva-
¢ao de massa:

‘W:—ﬁ (p(2.y.2)0(zy,2))

Exercicios

E 4.5.1. Use a equagao da continuidade para mostrar que um fluido incom-
pressivel e em estado estacionario o campo de velocidade v é tal que V - v = 0.

E 4.5.2. O escoamento de um fluido incompressivel e estacionario é regido
pelo campo vetorial . Verifique, em cada caso, se ha fontes ou sumidouros em
alguma regiao do espaco:

a) 7= (z+y)i— 223 + 2% sen(y)k.
b) 7= zyi — zyj + y2k.

) 7= a3+ 3] + 2F.

4.6 Interpretacao do rotacional

O operador rotacional nos permite avaliar a tendéncia do campo vetorial em
girar ou formar vortices ao redor de um ponto, indicando se hé rotacao local em
torno desse ponto. Ele descreve a direcao e intensidade da rotagao do campo
original. Ou seja, o rotacional de um campo vetorial é um novo campo vetorial.

Para entender esse conceito abstrato de vorticidade, ou de capacidade de giro,
imaginamos uma pequena bolinha imersa dentro de um fluido (na situagao idea-
lizada a bolinha nao interfere no fluxo, inclusive dento do volume da bolinha). O
centro de massa da bolinha esté fixo e lhe é permitido apenas girar em torno dele.

As linhas de forca paralelas a superficies do fluido sao as responsaveis por fazer
a bolinha girar pelo atrito. Veja ilustracao abaixo:
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Campo F Campo F

- = = = = = = = —

- - - - - -> —  — — —_—  —
> > > > > - - - - -
- - - - - - - > > > > > > > >

- .- -— @ é-— @ -— @-— -~ -

X X

Observe que ambos os campos tém vorticidade tal que a bolinha gira no sentido
anti-horério, isto ¢, com spin —k. Esse giro é devido a variagao da componente
Fi(x,y,z) no sentido perpendicular y:

on,
oy

E esperado, portanto, definir o rotacional como a soma de todas as possiveis
derivadas dessa forma e obedecendo a regra da mao direita:

N 0F; 0Fy\ - (0Fy O0F5)\ - oF, OF)\ »
F— (223 _ 222 el -2 gtz Thl
VX <8y 8z>2+<8z 8x>j+<8x 8y>k

Exercicios

E 4.6.1. Supondo que um fluido gira como um corpo rigido com velocidade
angular W = wok, mostre que W = %V X U.

E 4.6.2. Em cada caso é dada a velocidade v do movimento estacionario de
um fluido. Encontre o V x ¢ e diga se o campo ¢ € um campo irrotacional ou um
campo de vortice.

a) U= 271 + 2y].
b) v = —2ui + 2xj.
¢) 7=y
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4.7 Campos conservativos

Definicao 4.7.1. Um campo ﬁ(m,y,z) ¢ dito conservativo se existe um campo
escalar o(x,y,z) tal que
F(zy,z) =V

Neste caso ¢ é chamado de campo potencial de

—

F(zy,2)

Observacao 4.7.1. Campos conservativos também sao conhecidos como campos
gradientes ou campos irrotacionais, este 1ltimo nome advém do fato que

V x F(z,y,2) =V x Vo = 0.
Esta identidade é oriunda da Tabela 4.1, item 8.

Exemplo 4.7.1. O campo F = 2zyi 4+ 22] é conservativo por F = V (2%y).

Exercicios resolvidos

ER 4.7.1. Dado o campo vetorial F(z,y,z) = 2z + (1 + 3z%y%), encontre uma
fungao potencial ¢(z,y,2).

Solugao. A funcao potencial ¢ deve satisfazer 6g0 = F , isto é:

Oy 3
-r — 9

ox vy

Oy 2 2
-z -1

dy + %y
Dy

T =0

0z

Da primeira equagao, temos ¢(x,y,2) = 2%y> + C(y,z). Diferenciando esta expres-
sao substituindo na segunda condigao, temos:

0
gy(ﬁy?’ +C(y,2) = 1+a%%

Isso implica Cy(y,z) = 1, isto é, C(y,z) = y + D(z). Da tltima expressdo vemos
que D'(z) = 0 e portanto:

o(z,y,2) =2y’ +y+ E.
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4.8 Campos radiais e potenciais centrais

Campos radiais vetoriais sao campos da forma F' = f(r)7, isto é campos veto-
riais cujo médulo depende apenas da distancia até a origem, isto é, de r = ||F]| =
V2 + y? + 22 e cuja direcdo é sempre paralela ao vetor posicao, 7.

Exemplo 4.8.1. Represente graficamente o campo vetorial F = 7 no plano xy.

y

I S
sk NNXNY LSS
06'_\\ L U B A
N N U R ARSI S g
R NN AN A
072_V\v\ ~~-_ ~ ~ ” - v
Yy 070-< - - - - >>_x
_0’2-_4/‘/ - Ve v N ~a A \L\;__
_04'_// 5 X N \\_’
_076_ |
B2 AN TR TR TN R W W
—0,8F _
B2 T R TR W N
_1’0—1' " '—6,5' 0 '0:5' T

Exercicios

E 4.8.1. Mostre que V-7=3, Vx7=0e Vr = %F: 7, sendo 7(z,y,2) =
i+ yf+ k.
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E 4.8.2. Dada a fungdo escalar f(r), onde r = ||F]| = Va? + y? + 22, use a
regra da cadeia para mostrar que

1) = L5~ pio.

r

Aplique essa féormula para mostrar que Vr™ = nr" 27,

E 4.8.3. Use os resultados do exercicio 4.8.2 para calcular V f(r) para

E 4.8.4. Mostre que

w2 =2 ),

onde r = ||7]| = v/2? + y? + 22. Utilize este resultado para mostrar que:

E 4.8.5. Uma particula de massa m e velocidade ¢ é atraida para a origem

por uma forca central dada por F () = f(r)7. Mostre que o momento angular
=0

L =7 x mv é constante, isto é, =

E 4.8.6. Mostre que um campo central F(r) = f(r)? ¢ irrotacional.
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Capitulo 5

Integral de Linha

Neste capitulo, estudamos a integral de linha e teoremas relacionados.

5.1 A integral de linha para um campo escalar

Para um campo escalar f : D — R, D C R?, a integral de linha ao longo de
uma curva suave por partes é definida por

b
[10ras = [ sy o) a

onde 7 é uma parametrizagdo para C' tal que 7(a) e 7(b) sdo os pontos iniciais e
finais da curva.

5.2 A integral de linha para um campo vetorial

Para um campo vetorial F:D— R3, D C R3, a integral de linha ao longo de
uma curva suave por partes C' é definida por

/(jﬁ(f) i = /abﬁ(m)) () dt

onde 7 é uma parametrizagao para C tal que 7(a) e 7(b) sdo os pontos iniciais e
finais da curva, que esté no sentido 7(a) — 7(b).

Exercicios

E 5.2.1. Calcule a integral de linha |, o F-dF para cada campo e curva dados.

76
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a) F=(z+2y)i+(x—1y)j, eC: x=cos(t), y=4sen(t),0 <t <

b) F = (22 4 y2)i — xj, e C: arco da circunferéncia 22 + 42 = 1 limitado ao
primeiro quadrante e orientado no sentido (1,0) a (0,1).

c) F =2+ 2+ 2%i e C é o segmento de reta que liga 0 ponto (—=1,0,0) até
o ponto (1,0,0).

d) F = ze?j + 2%k e C é o caminho que liga o ponto (—1,1,0) até o ponto
(1,1,0) no plano zy ao longo da curva de equagao y = x?" onde n é um
numero natural. Interprete o caso n = 0.

e) O mesmo campo vetorial do item anterior e C' é a poligonal formada por
trés segmentos de reta ligando os pontos (—1,1,0), (—1,0,0), (1,0,0) e (1,1,0),
nesta sequéncia. Relacione com o item anterior quando n é grande.

_E 5.2.2. Calculeﬁo trabalho ao se deslocar uma particula no campo de forca
F = 32% + (2xz — y)j + zk ao longo.
a) da reta que liga (0,0,0) a (2,1,3).
b) dacurvaxr =2, y=t,z=4t> —tdet=0até t = 1.
c) da curva definida por z = 4y, 37° = 8z, de x = 0 até x = 2.
E 5.2.3. Dado F = (z — y)i + (z + y)J, calcule ¢ F - dF ao longo da curva C

dada pela unidao da curva y = x?, desde o ponto (0,0) até (1,1), da curva y = \/,
desde o ponto (1,1) até (0,0).

5.3 O Teorema Fundamental para Integral de Li-
nha

Teorema 5.3.1. Seja F um campo vetorial definido numa regido R do espaco e
Py(z0,Y0,20) € Pi(x,y,z) dois pontos em R. Se F é conservativo , isto é, F =V
para algum potencial ¢, entdao

/ Fdi = p(2.y,2) — o(To,40,20), (5.1)
C

para qualquer curva C' suave por partes em R com inicio em Py e extremidade em

P.
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/ﬁ-df
C

¢ independente da curva que comeca em Py e termina em Py, entdo o campo é
conservativo.

Reciprocamente, se

Demonstracio. Sem perda de generahdade suponha C' uma curva suave parame-
trizada por 7(t) = z(t)i + y(t)] + z(t)k, to <t < t, com inicio em r(tg) Pye
fim em 7(¢;) = P. Entao, supondo que Fé conservativo, isto €, F = Vgp, temos

/ﬁ.df = | Ve-dF
C

ot (975 ot

t1
_ / <8908x Ggpay_'_ago@z)dt‘

Or ot Oy ot 0z Ot

t1 .
(Wh %]’Jr afk) (ax +@ +azk>d

to

Usando a regra da cadeia, temos que o termo

Dy Opdx  dpdy  0pdz
Dt 9z dt Oyot 0zt

¢ a derivada total de ¢ com respeito a t. Logo, pelo Teorema Fundamental do
Calculo, temos:

B ' D
/F-df - Pt
. ., Dt

p(z(t),y(t),2(t1)) — p(z(to),y(to),2(to))
= go(x,y,z) - 90(37072/0;20)'

Reciprocamente, dado que a expressao (5.1) é valida para qualquer curva C' que
liga dois pontos na regiao, definimos a funcao

5 P . (Ivyvz) 5
c Py (%0,90,20)

onde €' ¢ uma curva qualquer que comega em Py e termina em P. Mostraremos
que ¢ é o potencial do campo F = Fii + ng + ng ou seja, F = ch De fato,
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observe que

(z+Az,y, z) (z,y,2) .
( (

£0,Y0,20) £0,Y0,20)
(z+Az,y,2) 7 (zo.y0,20)
- / dF + / Fdi
(%0,Y0,20) (z,y,2)
(z+Ax,y,2) _’
- i
(z,y,2)

Parametrizando um caminho reto entre (z,y,2) e (x+ Ax,y,z) por ¥ = ti+yj+ 2k,
r <t <Az, temos:

r+Ax
x:erAac . . -
_ / (Fi + Bof + Fk) - it

z+Azx
_ / Fi(ty.2)dt.

Logo, pelo teorema do valor médio,

90<x + AIE,y,Z) — QO(ZE,y,Z) 1 /QHAI
= — Fi(t dt
N A, (t.y,2)
1
== EFl(fayaz)a I’SSSQZ’—FALE
Portanto,
8@ -k (P(x + Al‘,y,Z) B gO(l‘,y,Z)
-_— = 1m
ox Az—0 Ax
1
= Alalclllo EF1<§7y72)
= Fl( 7yaz)‘

Analogamente, podemos demonstrar que

dp _ dp _
aiy — FQ(I7y7z) € a - Fg(l‘,y,2’>,

— =

ou seja, F' = V. ]
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80 Célculo Vetorial

Exercicios

E 5.3.1. Calcule o trabalho realizado pela forca conservativa F= a:yQZqL :132yf
ao deslocar uma particula desde Py(1,1) até P;(0,0).

5.4 Relacao entre campos irrotacionais e conser-
vativos

Teorema 5.4.1. Seja F um campo vetomal definido numa regido R do espaco.
Entao Fé conservativo , isto €, F V(p para algum potencial p, se e somente se
F ¢ irrotacional, , isto é, VxF=0.

—

Demonstragdo. Se Fé conservativo, isto é ﬁ = Vi, entao pelo item 8 da tabela
de indentidades 4.1,

- — — —

VxF=VxVp=0.
Reciprocamente, dado F=Fi+F 2] + F5k com

ik
V x F = a% a% % =0,
Fy Fy F3
temos OF OF
3 2
o 5.2
oy 0z (5:2)
oF, O0F3
0z o (5:3)
e
oF, O0F;
— 5.4
ox Jy (54)
Agora, defina
Py = [ Foar (5.5)
c

onde C' é a curva que liga os pontos (9,y0,20) a0 ponto (x,y,z) através das arestas
do paralelepipedo de vértices (xo,Y0,20), (Z,¥0,20), (T0,¥,20), (,4,20), (T0,Y0,2),
(,90,2), (%0,y,2) e (,y,2). Isto é, C pode ser escrito com a unido de trés segmentos
de retas, C'= C7; U Cy U (s, com as seguintes parametrizacoes:

Cy:Fi(t) =ti +yoj + 20k, o <t<u,
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Co:i(t) = ai + 1]+ 2k,  yo <t <y

Cy:m(t) =ai+yj+th, 2z <t<oz

Mostraremos que ¢ ¢ um potencial para o campo ﬁ, isto ¢, F= ﬁgo. De fato, da
equagao (5.5), usamos as parametrizagoes das curvas C, Cy e C3 para obter

o(ry,2) = /ﬁ-df+/ ﬁ-dF+/ F.dr
Cq Ca C3

Tz y z
_ /F~F’1(t)dt+/ F-f;(t)dt+/ For(t)dt

zo Yo 20

T Yy z
= / Fl(t,yo,ZO)dt+/ FQ([B,t,Zo)dt—F/ Fg(l’,y,t)dt (56)

zo Yo 20

Pelo Teorema Fundamental do Célculo, derivamos a expressao (5.6) em z e obtemos
a ultima componente do campo:

% Byay.2) 6.7
Agora, derivamos a expressao (5.6) em y
Jyp a [F
— = F — [ F t)dt
ay Q(xayazO) + ay /;0 3('177?/’ )
ZOF3(xy,t)
= Fy(xy,z +/ ———==dt
) w0y
#OF,(x,y,t)
= Fg(x,y,zo)—i—/ —————=dt.
- 0z

onde usamos a expressao (5.2) na tltima passagem. Assim, usamos o Teorema
Fundamental do Calculo para obter

0
8?: = FQ(I7yazO) + FQ(I‘,?J,Z) - F2(x7yaZ0) = FQ(x7y7Z>' (58>

Finalmente, derivamos a expressao (5.6) com respeito a x:

a 8 Y a z
pe = Mt g, | Bletadt g / Byt
) F t 2 F ¢
= Fl(ai,yo,Z())dt—l—/ Wdt‘i‘/ a?)(a%;y,)dt
Yo -
) F t 2 F ¢
= Fl(a:,yo,zo)dt—i—/ al(gﬂzo)dt—i—/ al(@mdt,
Yo Yy 20 z
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82 Célculo Vetorial

onde usamos as expressoes (5.3) e (5.4) na ultima passagem. Assim, usamos o
Teorema Fundamental do Célculo para concluir que

¢

8x = Fl(xvy()?z()) + Fl(x7y720) - F1($7y0720> + Fl(x7y7z) - Fl(x7y7z0)

= Fl(xvyvz) (59)

Portanto, das expressoes (5.9), (5.8) e (5.7), concluimos que F = Ve, ou seja,
I é um campo conservativo. O

Exercicios resolvidos
ER 5.4.1. Dado o campo vetorial F(z,y,z) = 2zy® + (1 + 3z%y?)j.

a) Mostre que o campo ¢ irrotacional.
b) Encontre uma fungao potencial ¢(x,y,z).

c¢) Calcule o trabalho W := fC F - dF ao longo de uma curva que liga o ponto
(1,4,0) até o ponto (3,1,0).

d) Trace algumas curvas equipotenciais de ¢(z,y,2).

Solugao. Para o item a), basta calcular o rotacional:

1 J k
vV x F = 9 El 9
VX F ox oy 0z

2zy® 1+ 32%% 0

= (0-0)i+(0—0)7+ (6xy> — 6zy?)
=0
A funcao potencial ¢ deve satisfazer ﬁgp =F , isto é:
— = 2xy3
A A
X — 0

Da primeira equacio, temos ¢(x,y,2) = z%y® + C(y,z). Diferenciando esta expres-
sao substituindo na segunda condigao, temos:

0
a—y(:vQy?’ +C(y,2) = 1+ 2y
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Isso implica Cy(y,z) = 1, isto é, C(y,z) = y + D(z). Da tltima expressdo vemos
que D'(z) = 0 e portanto:

o(zy,2) =2y’ +y+ E.

Para o item c), basta aplicar o teorema das integrais de linha:

W = /ﬁ-df’:go(B,l,O)—go(lA,O)
C
= 9+1+FE)—(644+4+ F) = —58.

Exercicios

E 5.4.1. Determine se o campo F é conservativo. Se for, encontre a funcao
potencial ¢.

—

F = (cos(y) + y cos(x))i + (sen(z) — zsen(y))J].

F=yzi+x2) + (ry + 322)§.

E 5.4.2. Calcule [, F - dF, para F = (¥ + ye®)i + (ze¥ 4+ €")j e C é a curva
dada por 7 = sen (gt) i+ (n(t)y, 1<t <2

(Sugestao: Determine primeiro se F' é conservativo).

E 5.4.3. Se A = (day — 32222)i + 222] — 2232k, prove que fcff dr é inde-
pendente da curva que liga dois pontos dados.

E 5.4.4. Seja E = 17,
a) Prove que existe um potencial ¢ tal que E= 6¢.

b) Calcule ¢.

¢) Calcule o valor de §,, - dF para C' a circunferéncia de raio unitério no plano

zy orientada no sentido hordrio. E possivel conhecer o valor de gﬁCE - dr
onde C' é uma curva fechada qualquer?
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84 Calculo Vetorial

E 5.4.5. Calcule o trabalho para se deslocar uma particula nos campos de
forca conservativa dados por:

a) F

—k7 (Lei de Hooke).

l

b) F' = %7 (Lei do inverso do quadrado).
5.5 O Teorema de Green

Teorema 5.5.1. Seja C' uma curva simples, fechada e derivavel, D a regido do
plano delimitada por C', e P e ) duas funcoes reais de varidvel real com derivadas
parciais continua numa regiago contendo D, entao:

/C(de + Qdy) = //D (gﬁf - ?;) dA.

Em termo de notacdo, também se costuma usar gSC para enfatiza que o caminho

C ¢ fechado. Nesse caso, supondo F=Pi+ Q;‘, podemos escrever o teorema da

forma
éﬁ-dfz//[) (gf—?;@ dA.
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Capitulo 6

Integral de Superficie

Neste capitulo, estudamos a integral de superficie e teoremas relacionados.

6.1 Definicao de integral de superficie para um
campo escalar

Seja h: R® — R, h = h(z,y,z), um campo escalar definido em todos os pontos
de uma superficie regular S. Assumimos que #(u,v) = z(u,0)i +y(u,v)j + 2(u)k,

(u,w) € R C R? seja uma parametrizacio para S. A integral de superficie de h
sobre S ¢é definida por:

//Shds = //R B (u,0),y ()2 (w,0)) |7 X 7| dudo, (6.1)

onde dS ¢é o elemento infinitesimal de 4rea sobre a superficie.
Exemplo 6.1.1. Considere a esfera de raio a
7 = asen(u) cos(v)i + asen(u)sen(v)] + acos(uk, a>0, 0<u<m, 0<v<2rm

e o campo h(z,y,z) = 1. Vamos calcular a drea da esfera dada por [[¢hdS.
Comecamos com as derivadas parciais de 7, dadas por

7, = acos(u) cos(v)i + acos(u)sen(v)] — a sen(u)k

—

7, = —asen(u)sen(v)i + asen(u) cos(v);.
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Entao, temos

7 j k
Tu X Ty = acos(u) cos(v)  acos(u)sen(v) —asen(u) (6.2)
—asen(u)sen(v) asen(u)cos(v) 0
= a®sen®(u) cos(v)i + a® sen®(u) sen(v)]

()i ) )
+ (a cos(u) sen(u) cos?(v) + a® cos(u) sen(u) sen?(v))k
(v) )

= a?sen®(u) cos(v)i 4 a® sen?(u) sen(v)] + a? cos(u) sen(u)k.

|70 X Tl = aQ\/sen‘*(u cos?(v) + sen?(v)) + cos?(u) sen?(u)

2

= a“y/sen?(u) + cos?(u) sen?(u)

= a sen(u)\/serﬂ(u) + cos?(u)
= a’sen(u).

onde usamos que 0 < sen(u) < 1, visto que 0 < u < 7. Portanto,

//hdS = // Y(u,0),z(u,w)) |7 X 7| dudv
g 2m
= / / a® sen(u)dudv

2ma’

[—cos(u)lg

= 4rd’.

6.1.1 Superficie definida como funcao de duas variaveis

Nessa segdo, vamos calcular a versao particular da defini¢ao (6.1) quando a
superficie é definida como funcao de duas variaveis, isto é, z = f(z,y) ouy = f(z,2)
ou ainda x = f(y,z). Considere o caso onde a superficie S é dado pela funcao
f:DCR, DCR? 2= f(r,y) (os outros dois casos siao analogos). Uma
parametrizacao para a superficie S é

F(,y) = i +yj + flzy)k,

Calculamos as derivadas 7, = i + f.k, e Ty = i+ fy/; e fazemos

ik
FoXFy=|1 0 f, | =fd+ fy]+k
01 f,
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Agora, definimos G tal que a superficie seja reescrita como G(z,y,z) = 0, isto é,
G(z,y,2) = z — f(z,y) e observamos que

7y X 7, = VG, (6.3)

Analogamente, em qualquer dos outros dois casos y = f(z,2) ou z = f(y,z2),
definimos G tal que a superficie seja reescrita como G(x,y,2) = 0 e a expressao
(6.3) continua valida, isto é,

7ox 7 =VG ou 7, xi. =VG.

Portanto, a versao da definigdo (6.1) para o caso onde a superficie é definida por
uma funcao de duas varidveis f é dada por

//Shdsz//RhWGudA, (6.4)

onde R é o dominio de h e h deve estar sobre os pontos da superficie.

Exemplo 6.1.2. Vamos calcular novamente a integral de supeficie do exemplo
6.1.1. Considere a equacao da esfera de raio a, 2% + y*> + 22 = a® e o campo
h(z,y,z) = 1. Vamos calcular a drea da superficie da esfera dada por [ ¢ hdS. Para

aplicar a expressao (6.4), separamos a esfera em duas superficies: S; de equagao

z = hi(zy) = Va®> — 22 —y? e Sy de equagdo z = ha(z,y) = —vVa? — x? — y°.

Assim,
//hdS:// hdS—i—// hdsS.
S S Sa

Definimos G; = z — va? — 22 — y? e Gy = z + /a? — x? — y? e calculamos

= X - Yy - 7
VG, = 1+ +k
R 7 ey AN e s yzj
e " y .
VG = — i — j+k
2 VaZ — 12 — 2 Va2 — 22 — y2j
Logo,
= = x2 4 32 22+ y2 +a? — 22 — g2 a
HVG1||:HVG2H:\/2 zy 2+1_\/ y2 2 _ 2 = R—;
a? —x2—y a’? —x2—y a? —x% —y

Como h(z,y,z) = 1, temos:

a a a
hdS = dA dA =2 dA
//s //wa2—952—y2 +//D\/(12—$2—92 //D\/CLQ—xZ—yz ’
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onde D ¢ o disco de raio a no plano xy. Portanto, integrando em coordenadas
polares, temos:

a
hdS = 2 dyd
//s //D\/aQ—ﬁer—yQyg7
27 a a
2 ——rdrdf
/0 /ox/az—rfr
2 / 2y
mTa —qar
0o Vaz—r2

/2
= 27ral a

o,

= 4ma’.

6.2 Definicao de integral de superficie para um
campo vetorial

Considere S uma superficie orientével e #(u,v) = z(u, U)z +y(u, ) + 2(u)k,

(u,v) € R C R? uma parametrizacio regular, sendo 7 = H“‘i?l”” o vetor normal
u

a S. Seja F: R R3, F = F( ,y,2) um campo vetorial definido em todos em
pontos de S. Entao definimos a integral de superficie do campo vetorial F' sobre

S como:
//S F-itdS = //R Fa(uw)y(uw),z(uo)) - (7 x 7,)dudv. (6.5)

Exemplo 6.2.1. Seja S a esfera de raio a parametrizada por

7 = asen(u) cos(v)i + asen(u) sen(v)j + acos(u)k, a >0, 0<u<m, 0<v <2

e 0 campo ﬁ(m,y,z) = i + yf—f— zk. Vamos calcular o fluxo do campo F através
da superficie S dado por ® = [[, F - idS. O produto vetorial
7, x 7, = a®sen®(u) cos(v)i + a? sen?(u) sen(v)] + a? cos(u) sen(u)k

foi calculado na equagdo (6.2). Observe que a parametrizacao define uma ori-
entagdo para fora da superflcle De fato, basta pegar um ponto, por exemplo,
u=uv=m/2e calcular 7 = aj e ¥, X 7, = a2J, ou seja, no ponto (0,a,0), a normal
aponta para fora. Como

Fa(uw)y(ue),2(u0)) = w(uo)i+y(ue)f + 2(uv)k

J
= asen(u) cos(v)i + asen(u)sen(v)j + acos(u)k,
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temos
F-(F,x7,) = a*sen®(u)cos®(v) + a® sen®(u) sen®(v) + a® cos?(u) sen(u)
= a’sen®(u) + a® cos®(u) sen(u)

= a’sen(u).

d = // F-ids
= // (T X Tp)dudv
27
= / / a’ sen(u)dudv

= 2mad® / sen(u)du
0

= 4ra’.

Portanto,

6.2.1 Superficie definida como funcao de duas variaveis

Nessa se¢ao, vamos calcular a versdo particular da definigao (6.5) quando a
superficie é definida como funcao de duas varidveis, isto é, z = f(z,y) ouy = f(z,2)
ou ainda x = f(y,z). Considere o caso onde a superficie S é dado pela funcao
f:DCR, DcCR? 2= f(r,y) (os outros dois casos siao andlogos). Uma
parametrizacao para a superficie S é

May) = zi+yj+ fzy)k,
onde o vetor normal a superficie é
Ty X T,
n=+ Y

172 < 7yl

Aqui, o sinal £ é escolhido para ajustar a orientacao da parametrizacao a ori-
entagao da superficie definida por f. Calculamos as derivadas 7, = i + f.k, e
Ty = J + fyk e fazemos

ik
FoXFy=11 0 f,| =/feld fy]+Fk
01 f,
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Agora, definimos G tal que a superficie seja reescrita como G(z,y,z) = 0, isto é,
G(z,y,2) = z — f(z,y) e observamos que

7, x 7, = VG, (6.6)

Analogamente, em qualquer dos outros dois casos y = f(z,z) ou z = f(y,2),
definimos G tal que a superficie seja reescrita como G(x,y,2) = 0 e a expressao
(6.6) continua valida, isto é,

7x 7 =VG ou 7, xi. =VG.

Portanto, a versao da defini¢ao (6.5) para o caso onde a superficie é definida por
uma funcao de duas variaveis f é dada por

//ﬁ-ﬁdszi// F-VGdA, (6.7)
S R

onde R ¢ o dominio de f, F' deve estar sobre os pontos da superficie e o sinal +
deve ser escolhido para que =V G esteja no sentido da orientagdo da superficie.

Exemplo 6.2.2. Vamos calcular o fluxo do campo F = 2% + 3y2} através da
superficie plana S dada pela equacao x + y + z = 1, limitada ao primeiro octante
e orientada no sentido da origem em dire¢do ao primeiro octante. Primeiro, defi-
nimos z = f(r,y) =1—x—ye G =2z2—1+4z+y e calculamos VG =7+]+k.
Observamos que a orientagao de V@ est4 no mesmo sentido que o vetor normal, en-
tao escolhemos o sinal positivo na expressao (6.7). Também, observe que o campo
é constante na varidvel z, ou seja, ﬁ(m,y,z) = ﬁ(m,y,l —r—y) = 2% + 37

Portanto,
//ﬁ.ﬁds = +//ﬁﬁGdA
s R
1 1-z
= / / 22 + 3y dydx
o Jo
1 y=1—x
= / [m2y+y3] dx
0 y=0

_ /01 21— )+ (1 - 2)%de
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Exemplo 6.2.3. Nesse exemplo vamos calcular o fluxo do campo F =322+ 6}—1—
6xzk através da superficie S dada pela equacio y = 22, 0 < 2 < 2,0 < z < 3,
orientada no sentido em que a componente i do vetor normal é sempre positiva.
Primeiro, definimos y = f(z,2) = 2° e G = y — 2% e calculamos VG = —2ui +
j’. Observamos que a orientacao de V@ estd com componente ;negativa, entao
escolhemos o sinal negativo na expressao (6.7). Também, observe que o campo

¢ constante na varidvel y, ou seja, ﬁ(m,y,z) = ﬁ(as,xz,z) — 32% + 6] + 6xzk.

Portanto,
//ﬁ-ﬁds = —//ﬁﬁGdA
S R
2 3
= —/ / —6x2% + 6dzdx
o Jo
2

= —/0 [—2:1323—#62}:3 dx

2
= —/ —54x + 18dx
0

5 2
= - {—273: + 1890]0
= —(—108+36) = 72.

Exemplo 6.2.4. Nesse exemplo, vamos recalcular o fluxo do exemplo 6.2.1. Seja
S a esfera de raio a dada por

4yt 427 =a?

orientada para fora, e o campo ﬁ(x,y,z) = 21 + yj—k zk. Vamos calcular o fluxo
do campo F através da superficie S dado por ® = [[GF' - fidS. Para aplicar
a expressao (6.7), separamos a esfera em duas superficies: S; de equacao z =

hi(zy) = Va? — 2?2 —y? e Sy de equagao z = hy(z,y) = —v/a?> — 22 — y?. Assim,

//ﬁ.ﬁdsz// ﬁl-ﬁdSJr// F, - idS.
S S1 Sa

Definimos G1 = z — va? — 22 — y? e Gy = z + /a? — x? — y? e calculamos

VG, = 14 + k
1 N — \/a2—x2—y2‘7
¢ x
VG = — i Y

ViZ -2 -2  JaZ—22—y
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Observe que VG, esté no sentido para fora da superficie e VG5 no sentido para den-
tro. Logo, vamos escolher um sinal positivo e outro negativo na deﬁnigéo (6.7). As-

sim, sabendo que o campo na superficie Sy ¢ dado por F = m—l—yj—i— a’? — % —y 2k
e, o campos na supeficie S, é dado por Fy =i + yj —az — a2 — y7k’ temos:

// F.idS = // F,-VGdA — // F, - VGodA
S y2
= //D\/CL2—{K2 2+\/a2_x2_y2+\/a2—x2—y2dA

2
Yy
- = v e
$2+ 2
- 2// T Ve et -y
=TV

2
a
2 dA

onde D é o disco de raio a no plano z = 0. Portanto,

b = //ﬁ.ﬁds
S

27 a CL2
= 2 ————rdrdf
/0 /0 L vir

a2 — 2 a
o [_]
1/2 0

Exemplo 6.2.5. Considere a superficie S
z2=0,2"+y* <1,

orientada no sentido decrescente do eixo z, isto é, 1 = —k. Considere também
o campo vetorial dado por F = (24 22+ x)E Vamos calcular o valor do fluxo
o= [[,F-fidS.

Como z = f(z,y) =0, 2* + y* < 1, definimos a fun¢ao G(x,y,2) = 2z e calcula-
mos

VG = k.

Observe que V@ e it estdo em sentidos oposto e, portanto, na aplicacao da expres-
sdo (6.7), vamos escolher o sinal negativo. Aplicamos o campo F = (2 + 2% + z)k
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sobre a superficie z = 0 e obtemos F = (2 + x)k. Assim,

//Sﬁ-ﬁds
—//AﬁﬁGdA
—//A(2~|—x)dA

Resolvemos em coordenadas polares da seguinte forma:

1 2w
o = —/ / (24 rcos(0)) rdodr
O1 O27r
= — / / (2r + 72 COS(9>> dfdr
0o Jo

_ _on /0 Cordr — /0 1 ([ﬁ sen(e)]zzi”) dr

= 2.

Exemplo 6.2.6. Considere a superficie S

2= flay)=1- a2+

orientada na direcao crescente do eixo z, isto ¢, o vetor n tem componente na
dlregao k sempre positiva. Considere também o campo vetorial dado por F =
(24 2% + 2)k. Vamos calcular o valor do fluxo ® = [[, F - dS.

Como z = f(z,y) = 1 — /2?2 + 2, definimos G(z,y,2) = z — 1 + /22 +y? e

calculamos
- T - Y

VG = +
VTP VR

Observe que V@ e 7 estdo no mesmo sentido e, portanto, na aphcagao da expressao
(6.7), vamos escolher o sinal positivo. Aplicamos o campo F = (2+ 2%+ z)k sobre

a superficie z = 0 e obtemos F = (2 + (1 — vz?+2)% + z)k. Assim,

//Sﬁ.ﬁds
//Aﬁﬁc;dA |
//A<2+(l—m> +:z:>dA
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Resolvemos em coordenadas polares e obtemos

)

Exercicios

ER 6.2.1. Seja S a porgdo da superficie z = 1 — 2% — ¢,

1 27
/ / (2 +(1—=7r)*+ Tcos(@)) rdfdr
01 0271'
/ / (37” —2r* 1% 4 0? cos(&)) dfdr
0o Jo

' 2 .3 e f=2m
27r/0 (3r—27" +r )dr—l—/o ([r sen(G)L:O )dr
1

r2 . -
94
5%

resolvidos

acima do plano zy,

orientada com componente k do vetor normal positiva. Encontre o fluxo ® através
de S para o campo F =i +y] + 2k.

Solugao. Definimos z = f(z,y) =1 —2* —y?, G = z — 1 + 2% + 3? e calculamos
VG = 270 + 2yj+ k. Também, como a componente k desse gradiente é positiva,

escolheremos a sinal positivo na expressao (6.7).
superficie, isto é, F = xi +yj + zk = 21 +yj + (1 — 22 — 3

//ﬁ.ﬁds

S

+//ﬁﬁGdA,
D

onde D é o disco de raio unitario no plano z = 0. Portanto,

o

// (2 +yj+ (1 — 22 — k) - (220 + 2yj + k)dA
D

//D(2x2 + 22 4 (1— 22 — ))dA

// (22 + > +1)dA
D
27 1
/ / (r* + 1)rdrdd
o Jo
o6

or |4 22T
”[4+210 1
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O

ER 6.2.2. Dados o campo vetorial F=i+ f+ kea porcao da superficie S de
equagao z = Vx? + y?, situada abaixo do plano z = 1, orientada com componente
k do vetor normal positiva, calcule o fluxo ® = s F - iids.

Solugao. Definimos z = ( y) = Va2 +y?, G = z — Ja? —|—y e calculamos
VG = ———~2—j — ] + k. Também, como a componente k desse gradiente

\/w2+y \/w2+y

¢ positiva, escolheremos a sinal positivo na expressao (6.7). O campo é constante
na variavel z, isto é, F(z,y,2) = F(z,y,f(z,y)) =i+ j + k. Entao, temos:

d = //ﬁ-ﬁds
S
= +//ﬁﬁGdA,
D

onde D ¢ o disco de raio unitario no plano z = 0. Portanto, O

d = //Z-i—j—i—k (m“ \/7 E)dA

- //( \/x2+y \/x2+y +1>dA
/2”/ (_Tcos ) + rsen(6) +1>
_ / / — cos(6) — sen(6) + 1) drdf
r

rdrdd

[( cos(6) — sen(6) + 1) "’;]T:l do

=0

= 3 [—sen(f) + cos(f) + 02" =
ER 6.2.3. Seja S a superficie do cubo dado pelos planos x = +1, y = *1 e

z = =1, orientada para fora. Calcule o fluxo através de S para os seguintes
campos vetoriais:
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Solucgao. Em cada um dos itens, temos que calcular seis integrais de superficie
em cada face do cubo, a saber, S;:x =1, Sy :x=—-1,53:y=1,5,:y=—1,
Ssg:z=1eS:2=—1.

a) Comecamos com a face Sy, definimos =z = fi(y,z) =1, G; = x — 1 e cal-
culamos VG = i. Observe que VG, esta orientado no sentido de 7 = i e

F = i = i. Calculamos
// ﬁ-ﬁdsz// dA = 4,
S S1

onde 4 é a area do quadrado de lado 2. Analogamente,

//sgﬁ'ﬁdsz //52(—5 (=1)dS = //S dA = 4.

As demais integrais sao nulas, visto que o fluxo s6 tem componente na direcao

//ﬁ~ﬁd5:8.
S

b) Comegamos com a face Sy, definimos z = fi(y,2) = 1, G = 2 — 1 e cal-
culamos VG, :j. Observe que V(G esta orientado no sentido de 77 = ie

F =i+ Vit 2k =1+ yi+ zk. Calculamos

// F’-ﬁdS:// dA =4,
Sl Sl

onde 4 é a area do quadrado de lado 2. Analogamente,

//32ﬁ.ﬁdS://gQ(—f+yZ+z/}').(_{)dS://SZdA:LL

Pela simetria do problema, vemos que as demais integrais sao todas iguais a

//F-ﬁdS:M.
S

¢) Comegamos com a face Si, definimos = = fi(y,2) = 1, G; = = — 1 e cal-
culamos VG| = i. Observe que V(G esta orientado no sentido de 1 = ie
F = 2% + y%i + 2%k = i + y*i + 2%k. Calculamos

// ﬁ-ﬁdsz// dA = 4,
51 Sl
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onde 4 é a area do quadrado de lado 2. Analogamente, como em Sy : x = —1
o campo assume a forma F' = 2% + y%* + 2%k = i + y*i + 2%k, temos

// Ffds = // (4 %7+ 22F) - (—D)dsS = // dA = 4.
So Sa Sa
Observe que
// ﬁ.ﬁds+// FitdS =0
5'1 52

Pela simetria do problemas, teremos de forma analoga

//ﬁ-ﬁds+// F-idS =0
S3 Sa
// ﬁ-ﬁds+// F.idS = 0.
55 SG
//ﬁ.ﬁdszo.
S
O

ER 6.2.4. Calcule o fluxo de F' = zk através da esfera 22 +1y?+ 22 = a?, orientada
para fora.

Logo,

Solugao. Comecamos separando a esfera nos seguintes dois hemisférios: Sy : z =
filzyy) = Va2 —x2—y? e Sy z = fo(xy) = —vVa?> — 22 — y?. Definimos Gy =
z—va? -2 —y? e Gy = 2+ Va? — 2? — y? e calculamos

X - Yy -
VG, = 14+ + k
R 7 ey AN e s y2j
e . y
VGy = — i— i+ k.
2 V@& — 22 — 2 JaZ — a2 — y2]

Observe que V(@ estd orientada para fora e VG, estd orientada para dentro.
Logo, escolheremos para as integrais sobre S; e S5 os sinais positivo e negativo,
respectivamente, na expressao (6.7). O campo sobre cada umas das superficies

tem as formas: F} = v/a? — x? — y2E e Fy=—aZ =22 — yQE. Assim,
> = // F - iidS
5
- // ﬁl-ﬁds+// Fy - iidS
Sl 52
= // F - VGidA — // Fy - VGydA,
D D
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onde D ¢ o disco de raio a no plano z = 0. Portanto,

o = //\/T—y%m // Va2 — 22 — y2)dA
_ 2//[)\/mcm

5 (a® —r2)?21"  4xa®
= T | — .
3/2

0

Exercicios

E 6.2.1. Calcule o fluxo ® do campo vetorial F através da superficie S.

a) F =i+ yj + 2keS:z=1—2%— y? acima do plano zy e orientada com
componente k£ da normal positiva.

b) F=(z+y)i+(y+2)j+(x+2)kesS éaporcio do plano z +y +z = 1 no
primeiro octante e orientada da origem para o primeiro octante.

c) F =2k e S o hemisfério z = /T — 22 — y? orientada com componente k da
normal positiva.

—

d) F= x4 yf—i— 22k e Séa porcao do cone 22 = 2% + y? entre os plano z = 1
e z = 2, orientada com componente k da normal negativa.

6.3 O Teorema da Divergéncia de (Gauss

Teorema 6.3.1. Seja V' o volume de um sdlido cuja superficie S é orientada para
fora. Seja o campo vetorial F' dado por

-

F = f(x,,2)] + gl,y,2)i + h(z,y,2)k,

onde as funcoes f, g e h possuem todas as derivadas parciais de primeira ordem
continuas em algum conjunto aberto contendo V. Entdo:

#ﬁ-ﬁdsz///ﬁﬁdv.
S 1%
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Exemplo 6.3.1. Considere a superficie fechada orientada para fora composta
superiormente pela superficie de rotacao descrita como

= fley) = 1— a2 + 4

2=0,22+y> <1

e inferiormente por

Seja o campo vetorial dado por F = (24224 x)lg Vamos calcular o valor do fluxo
[[s F - 7idS via teorema da divergéncia.
Temos V - F = 22. Assim,

P = // F-ids

s

= /// V. FdV
v
1 p2n pler

= // / 2zrdzdOdr

27
= // (I—r) 2rdOdr

/0(1—r)rdr
_ 27r/01

(r—27’2+7‘3) dr
3 471
= QW[T—Q +r]

Observe que as superficies dos exemplos 6.2.5 e 6.2.5 foram a superficie fechada
do exemplo 6.3.1. De fato, o fluxo calculado naqueles dois exemplos via parame-
trizacdo direta foram —27 e T cuja soma é 5, 0 mesmo valor calculado pelo

6
Teorema da Divergéncia.

Exercicios resolvidos

ER 6.3.1. Seja S a superficie do cubo dado pelos planos z = +1, y = +1 e
= 41, orientada para fora. Calcule o fluxo através de S para os seguintes
campos vetoriais:

—

a) F=uai
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b) F =i+ yj+ 2k
¢) F =a%+y* + 2%k

Solucao. Vamos utilizar o teorema da divergéncia de Gauss

#ﬁ.ﬁds—///ﬁﬁdv
S 1%

a) Como V- F = 1, temos:

#ﬁ-ﬁdS:///ldV:&
S 1%

onde & é o volume do cubo de lado 2.

b) Como V - F = 3, temos:

#ﬁ-ﬁdsz///?)dvzm.
S 1%

¢) Como V - F = 2z 4 2y + 2z, temos:

-ndS = ///(21:+2y+22)dv
Y
- / / / (2x + 2y + 2z)dxdydz = 0
11/

“
11

v

ER 6.3.2. Calcule o fluxo de F' = zk através da esfera x> +1y%+ 2% = a?, orientada
para fora.

Solugao. Como V - F = 1, temos:

3
#F~ﬁd5=///ld‘/=4m ,
S v 3
4ral

onde o valor 5 é o voluma de uma esfera de raio a. O

ER 6.3.3. Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo do campo F =
2%+ 137 + 2%k através da superficie fechada e orientada para fora composta pelos
planos z = 0 e z = 2 e a superficie 22 + y> = 9.
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Solugao. Como V - F =322+ 3y? + 2z, temos:

# F.idS = /j/ 322 + 3y? + 2zdV.
S 1%

onde V é a regiao cilindrica do enunciado. Vamos integrar em coordenadas cilin-

dricas:
. o 3 p2
# F-ndS = / / / 3(r? + 22)rdzdrdf
s
= / [37“ z 422 r dr
[ -4

3
7“2] = 2797.

O

ER 6.3.4. Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo do campo F =
231 + y3g + 23k através da superficie fechada e orientada para fora composta pelo

plano z = 0 e o hemisfério z = \/a? — x? — y2.

Solucao. Como V - F =322+ 3y? + 322, temos:

F-idS = /// 322 + 3y? + 322dV.
1%

onde V' ¢é o hemisfério do enunciado. Vamos integrar em coordenadas esféricas:

#ﬁ-ﬁdb’ = / / /3ppsen )dpdgdd
S
/2
= 27r/ / sen(¢)dpde
/ 30
5

SSS

p=a
= 27 ] do
p=0
6ma’ sy 6ma®
= — [— cos(¢)]5/* = -

ER 6.3.5. Seja ® o fluxo do campo
F = 2%k
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através da superficie que envolve a regiao limitada inferiormente pelo cone

N

e superiormente pelo plano z = 1 orientada para fora. Encontre o fluxo ¢ via
parametrizacao direta da superficie (sem usar o Teorema da Divergéncia) e, depois,
usando o Teorema da Divergeéncia.

Solugao. Para calcular via parametrizacao direta, escrevemos o fluxo & como a
soma da contribui¢do da porc¢ao de cone (®,) com a do disco unitério no plano

@t:// ﬁ-i%’dsz// dS =1
St St

A porcao de cone estd numa superficie de nivel da seguinte fungao escalar:

G(x,y,z) =< \V x? + y2

Usaremos o teorema de mudanga de variaveis:

@b:// ﬁ-EdS:i//ﬁﬁGdA
St A

Onde o sinal é determinado conforme a orientacdo da superficie. Neste caso,
escolhemos negativo porque a componente z do gradiente é positiva e a componente
z da normal é negativa.

F.-VG =2
2 1
o, = i/ / (2%)pdpdf
o Jo
2 1
= —/ / pdpd = —=
o Jo

®=0,+ P =—

Para calcular via Teorema da Dirvergéncia, calculamos a seguinte integral de

volume:
o or 1 ol
o = /V-FdV:/ //(22)pdzdpd9
27 ’
= / / (I—p pdpd9
= / (p—p*)dp
0

1 1 T
S, W i )
W(z 4) 2
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Exercicios

E 6.3.1. Seja F = r*7 onde k é uma constante. Seja S um esfera de raio a
centrada na origem e orientada para fora por =1 =~

a) Calcule ¢, F - 7dS.
b) Para qual valor de k o valor da integral de superficie fica independente do
raio a?

E 6.3.2. Use o teorema da divergéncia para calcular o fluxo ® do campo F
através da superficie S fechada e orientada para fora.

a) F = 4ai — 3y}—|— 7zk e S é o cubo limitado pelos planos coordenados e pelos
planosz =1, y=1e 2z =1.

b) F =227+ 2yj + 2zk e S a esfera 22 + y% + 22 = 0.
c)

1]
I

(xr —2)i4 (y — x)j + (z — y)k e S ¢ a superficie do sélido limitado por
2ryt=a® 2=0ez=1.

8

d) F = 37+ P + BheSéa superficie do sélido limitado por % + 3% = 4,

=0ez=23.

Ny

) F = (a24y)i+ayj— (2zz+y)k e S é a superficie do tetraedro no 1° octante,
limitado por z + y + z = 1 e os planos coordenados.

f) F =22+ y2j’+ 22keSa superficie do sélido limitado por z = /22 + y? e
z=1.

6.4 O Teorema de Stokes

Teorema 6.4.1. Seja S uma superficie orientavel, suave por partes, limitada por
uma curva C, fechada, suave por partes e positivamente orientada com respeito a
S. Seja o campo vetorial F' dado por

F = f(z,y,2)] + 9(x,9,2)i + h(z,y,2)k,

onde as funcoes f, g e h possuem todas as derivadas parciais de primeira ordem
continuas em algum conjunto aberto contendo S. Entao:

¢ﬁ-d?=//§xﬁ-ﬁd$.
C S
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104 Céalculo Vetorial

6.4.1 Exercicios resolvidos

ER 6.4.1. Calcule o trabalho realizado pelo campo de forcas F' = — cos®(z)yi +
(224 y?)7 ao longo do retangulo cujos vértices sao (0,0,0), (7,0,0), (7,2,0) e (0,2,0)
no sentido anti-horéario.

Solugao.

Agora, precisamos calcular V x F -k
i ik
o b= d d | . F = cog2
VXxF k= 2 o 2 |-k = cos”(z)
—cos?(x)y 2Z2+y* 0

E finalmente, temos:

™ 2
W = / / cos®(z)dydx
o Jo

= 2/0 COSQ(x)dx:/On(l—l—cos(qu))dm

=7
Onde foi usada a seguinte identidade trigonométrica:

cos? o= H(Z(;S(Q(ﬁ).

O

ER 6.4.2. Use o teorema de Stokes para calcular o trabalho realizado pelo campo
de for¢a dado por:
F = ya*cos(2)i — zj + sen(z2)k

ao deslocar uma particula ao longo da circunferéncia de raio 1, centrada na origem
sobre o plano xy orientada no sentido horario.

Solugao. Como a curva esta sobre o plano xy, o vetor normal unitario deve ser
k ou —k. Pela orientacao da curva e a regra da mao direita, identificamos que

-

N
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6.4. O TEOREMA DE STOKES 105

Agora calculamos:

R 0F, 0F,
k-VXF = ———
s ox dy

= 0—acos(z) = 2%, 2=0

Parametrizamos em coordenadas polares:

x = pcos(¢), y= psen(¢p)

W = /VXF kdA

/ - / 22 pdpde
/ K / o cos? gdpds

- ([w) ([ o)

Onde se usou a identidade:

2 B 2T (1 + cos(2¢) B
/0 cos® pde = /0 <2> dp =

ER 6.4.3. Dado F = 4y;+ :L‘j'—i— 22/5, encontre a maneira mais simples de calcular
o fluxo do rotacional V x F através do hemisfério 2 = a2 — 22 + 42, a > 0,

orientado com componente k£ da normal positiva.

O

Solucao. A ideia aqui ¢é aplicar o teorema de Stokes duas vezes para concluir que
o fluxo atraves do hemisfério dado é igual ao fluxo através do disco no plano z = 0
com vetor normal unitario 7 = k. Assim o fluxo é dado por:

:/ VE - kdS
D
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106 Céalculo Vetorial

Calculamos o integrando:

- oo oF, O0F;
EL-VF = —2_=21
v ox dy
= 1—-4=-3

Portando o fluxo é —3 multiplicado pela area do disco:
® = —3ma’.

O

ER 6.4.4. Use o teorema de Stokes para calcular o trabalho realizado pelo campo
de forcas F = 2% + 4:vy3j'+ y%lg ao longo da curva C' que limita o retangulo
no plano z = y de vértices Fy(0,0,0), P(1,0,0), P»(1,3,3) e P3(0,3,3), no sentido
Ph— P — P, — Py — F,.

Solugao. Sabemos que o retdngulo esté no plano z = y, pelo que a fungao G(x,y,2)
pode ser escolhida como:

Glryz)=z—y— ﬁG(x,y,z) —k—7
Agora calculamos o rotacional é dado por:

VxF= 3a:yz_')— ygj—k 4y3E.

Temos, entao:

W= //ﬁxﬁ-ﬁdsz//ﬁxﬁﬁad/x
3 o .
= / / (v* + 4°) dady
0 0
3

o 2 3 _ _
_ /0 (v + 4y®) dy = 9+ 81 = 90.

Exercicios

E 6.4.1. Calcule a circulacao do campo de velocidade v = 327 + 4xf+ 2yl_5 a0
longo da curva C que limita o paraboléide z = 4 — 2? —y?, 2 > 0. A curva C estd
no plano zy orientada no sentido anti-horario.

Licenga CC-BY-SA-3.0. Contato: reamat@ufrgs.br


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/
reamat@ufrgs.br

6.4. O TEOREMA DE STOKES 107

E 6.4.2. Mostre que se F' = f(z.y)i+ g(x,y)], entdo

fro ()

isto é, o teorema de Stokes em duas dimensdes recai no teorema de Green.
E 6.4.3. Use o teorema de Stokes para mostrar que:
a) se 7= xi +yj + 2k, entdo ¢, 7 dif = 0.
b) §.V¢-dif =0.
E 6.4.4. Considere a linha poligonal fechada C' no plano xy formada pelos
pontos Py(1,0,1), P1(3,0,1) e P5(2,1,1), no sentido Py — P, — P, — Py, e 0o campo

F = — (2% + 1)y;—|— (2% + 1)%;4— zye*k. Use o teorema de Stokes para calcular a
integral de linha 560 F-dr.
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Resposta dos Exercicios

Recomendamos ao leitor o uso criterioso das respostas aqui apresentadas. De-
vido a ainda muito constante atualizacao do livro, as respostas podem conter
imprecisoes e erros.

E 1.1.2.
a) fsenz(z)d:v =45 - %sen(?ac) +C
b) fcosz(cv)dz =5+ iscn(Qz) +C

o f cos?(z)dz = 1—12 [sen(3z) + 9sen(x)] + C

E 1.1.3. Porque cos(z) assume valores no intervalo [—1,1], portanto cos(z) — 1 é néo positivo, isto é, cos(z) —1 < 0.
E1.1.4. 1+1n4
E 2.1.1. f/(t) = cos(t)i — sen(t)], g7(t) = 7+ senh(t)k, h?/(t) = —2sen(t)i+ 4cos(t)j + k

E 2.1.2. j—2F, 28 — 274 etj+2msen ek, 20t

) — 92747, Lit(e-1)7, (%t3+01) ?+(et +02)]+(7756nﬂ't+03) k
E 2.1.5. 2

E 2.1.6. Semicircunferéncia de raio 1 centrada em (0,0,1) sobre o plano z = 1. Elipse de semi-eixos 1 e 2 centrada na origem

sobre o plano xz. Hélice circular levogira de raio 1 e passo 2w. Semicircunferéncia de raio 2 centrada na origem sobre o plano zy

e y > 0. Uma catendria sobre o plano zy. Uma hipérbole.

E 2.1.7.

[s]
I
§e

E 2.1.9.raio=1, centro na origem. Q1 : 0 <t <1, Q2:t>1,Q3:t< —1,Q4: —1 <t < 0. A curva é a circunferéncia

menos o ponto (—1,0).

E 2.1.10. a) ||7|| constante implica 7 - % = 0. Ademais, ‘(il—f = d((;:') =r'r+ 7‘37: = ‘;—F o= ||P)? + r% cro='
d 7y 4F a7 dF « 427 _ n oy 427 ) - )
b) Z |"X G| = IF Tt 7 X Sy = T X S c) a partir de a), multiplica numerador e denominador por r(t). d)
d d d 1d7 _ 1d7 _ 2! 1ar _ T %F
A d =) _ d = 7o 1df _ 1l »_ 1dF¥ _
at = dt (T )= ( )TJr df = rdi ~ 72T = 3 ar — 3T pela parte c).
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a) —3(2t+1).
b) —48t37 — (3t2 + 2t)j — 20t*k.
c) (6t — 48t3)7 — (2t + 302 — 5tH)F + (3t2 — 20t*)k.
E 2.2.1. L = V54 054D
E 2.2.2. [ = 3Y30-4v3
E 2.2.3. [ = 48
E 2.3.2
9 7= (-4.4).9= (-4 F)
0 = (F3) 7= (35 %)
E 2.3.5. B(t) = —k.
E 2.3.6.
E238 T= 2 jp =35, 14 gy 202 5 P gy 0P gopo I I

sh
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110 Céalculo Vetorial

3 -
2 -
1 .
T T T
-6 2 4
—4 4
_5 m
E 2.3.10.
Para o comentéario sobre a derivada da norma ao quadrado, observe que r2 = t2, assim:
i 1dr?
— =—-—=t>0
dt 2 dt
Emt==n/2, 7= %;, isso é compativel com o fato de que a tangente tem componente positivo nessa dire¢do (ndo é paralelo ao
eixo y como na circunferéncia).
E 2.3.11. A condigao é
L @l = o
|7 =
dt
E 2.8.12. O vetor N se mantém e os outros dois invertem de sentido.
E 2.4.2. A torgao é constante em todos os pontos da hélice e é dada por 7 = ﬁ A torgdo maxima para um dado a > 0
a c
é i quando ¢ = a e é minimo quando ¢ = —a.
E 2.5.1.
= L
a) k(z)= voh
b s
) K@) = g
c) k(z)= %

E 2.5.2. p(0) = 1.
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— 1 1
E 2.5.3. t = §ln (5)

E 2.5.4. Kk = 7(12102’ T = 7@2;;02 y Tmin = —5g € Tmaz = %
E 2.5.6. V40m/s
E 2.5.7.
@2 = a-a= (an+aNﬁ) . (an+aNﬁ) (2.17)
= a%f-f«l»u.Nan»I\7+aTuNf-J\7+A?Vf»f (2.18)
a2 b2 . . . P . . .
E 2.5.8. pmin = %G € pmax = - Quando a = b, a elipse é uma circuferéncia e o raio de curvatura é constante igual a

a=1>b. a=100m e b = 200m.

E 2.5.9.
2 (%)= (-224).a(3)=(-%-22)
b) ¥(0) = (1, — 1), @(0) = (1,1).

o) 7(In(2)) = (%,g), @ (In(2)) = (g,g)

d) ﬁ(%) = (*4%1) (i(%) — (,4’7 Q,O)
E 2.5.11. [[5(8)]lin = %2, P (1373 _ 1716)

E 2.5.12. 15°

=

9 3
E 2.5.13. (P (—ﬁ,é,

)

&ee

E 2.5.16.
a) ar =0,any = 2.
b) ar =0, any = V2.

c) ap =2V5, ay = 2V5.

d) aT=72124,aN= 3—78
E 2.5.17. .

E 2.5.18.
a) ¥ =6sen(2t)i + (4cos(2t) — 4)7 + t7k e 7 = (—3cos(2t) + 3)7 + (2sen(2t) — 4t)7 + §3k.

b) =(1—e Hi+ (3t2+6t)j+ (3—3cos(t)ker=(t—1+e )i— (t3+3t2)] + (3t — 3sen(t))k.
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E 2.5.19.

Para verificar a identicade, observe que:

2 2
ay +ap =

T(t) 2sen(t)i + [1 — 2cos(t)] 7,
a(t) = 2,
4 — 2 cos(t)

\/5— 4cos(t)’

2sen(t)
a = —_—

A/ 5 — 4cos(t)

16 — 16 cos(t) 4 4 cos?(t) + 4sen?(t)
5 — 4 cos(t)
20 — 16cos(t) 4
5 — 4 cos(t)

E 4.3.1.
a) §<F":21’+ye§xﬁ:zf
b) V.F =ye®™ +sen(y) +sen(2z) e V X F = —ze®Yk

E 4.83.3. Vf = 10i — 45 + 16k e ||V f|| = 2v/93.

E 4.8.3.

b)

T

c) (2—r)e T

E 5.2.1.
a) 1-—m.
b) —-1-%.

c) 1.

an
d) 2n+41"

e) 2.

E 5.2.2.

a) 16.
b) 14.2.

c) 16.

E 5.2.3. 2.
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a) o=1% (a2 +4%) +C.
b) Nao é conservativo.
c) ¢ = xzcos(y)+ ysen(z) + C.

d) ¢>:zyz+z3+C’4

E 5.4.2. —1 +1In(2).

E 5.4.4.
-3
b) ¢ =1 +C.

c) 0

E 5.4.5.
2
a) ¢=-k—-4C.

by ¢=-1+cC.

r

E 6.2.1.
a) 2m.
b) 1.

c) %

d) -4z,

E 6.3.1.
a) 4makt3,

b) k = —3 (campo inverso do quadrado).

E 6.3.2.
a) 8.

b) 216m7.
c) 3ma“.
d) 1807.
e) 2—14

£)

[NE

E 6.4.1. 167

E 6.4.4.4
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