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E possivel manipular proposicdes légicas com o intuito de simplifica-las ou
mesmo reescrevé-las em uma outra representacao equivalente, assim como
acontece com expressodes algébricas da matematica?

A resposta para essa pergunta € justamente o principal objetivo desta unidade,
que ira discutir as principais propriedades dos operadores logicos que estudamos
anteriormente, bem como duas representacoes padrdoes para uma proposicao,
que sao as formas normais conjuntiva (FNC) e disjuntiva (FND), importantes tanto
na identificagcao quanto na comparacao de duas ou mais formulas bem-formadas.
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Com base nos conceitos que serao discutidos aqui, sera possivel, por exemplo,
encontrar proposi¢cdes logicamente equivalentes a uma dada proposicao P, sem a
utilizacao de tabelas-verdade.

A grande vantagem disso reside no fato de que, enquanto o numero de
proposicdes atdbmicas em P cresce linearmente (n), o numero de linhas da
tabela-verdade cresce exponencialmente (2"), tornando inviavel sua construcgao.
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Propriedades dos operadores conjuncgao e disjuncgao

Um comentario relevante consiste no significado do termo dual em légica
proposicional.

Para qualquer proposicao P definida apenas em termos de simbolos atémicos (p,
g, . ..), simbolos de verdade (V ou F) e dos conectivos A (conjuncdo) e V
(disjuncao), seu par dual (proposicao dual a P) € encontrado substituindo todas as
ocorréncias dos simbolos V por F e vice-versa, bem como todo conectivo A por

V e vice-versa. Por exemplo, o dual da proposicao (p Aq)VF é a proposicéo (p
Vaq AV



propriedades basicas dos
operadores de conjuncao e
disjuncao

Note que cada uma das leis indicadas
na tabela estdo acompanhadas do seu
dual, mostrando que o que vale para o
operador A também vale para V.

Leis

Nomes

pA—-p=F Lei da contradicao
pV-Pp=V Lei do terceiro excluido
pAV=p Leis da identidade
pVFE=p
pAF=F Leis da dominacao
pvVvV=V
pAp=p Leis idempotentes
pVP=p
=(-p)=p Lei da dupla negacéao
pAgQ=qAp Leis comutativas
pPVqg=qVyp

(pAg)AT=pA(qAT)
(pVq)Vr=pV(qVr)

Leis associativas

pAlgVr)=(pAq)VI(pAT)

PVI((QAT)=(pVq)A(pVT)

Leis distributivas




Leis de De Morgan

Duas equivaléncias logicas extremamente importantes no calculo proposicional
sao as famosas Leis de De Morgan.

Elas sao fundamentais pois hos ensinam como negar uma conjuncao/disjuncao.
As duas Leis de De Morgan sao definidas pelas seguintes equivaléncias:
*(pAQ)=ETpV g

*(pVa=TpAg



Uma maneira simples de verificar tais equivaléncias € utilizando o método das
tabelas-verdade para mostrar que =(p A q) < ~p V —q é uma tautologia, com o
mesmo sendo valido para o caso das proposicoes duais.

Observe que essas leis nos ensinam que:

» A negacao de duas proposi¢cdes que sao simultaneamente verdadeiras equivale
a afirmar que ao menos uma delas é falsa.

* Negar que ao menos uma de duas proposi¢coes € verdadeira equivale a afirmar
que ambas sao falsas.



Em outras palavras, as Leis de De Morgan nos dizem que a negacao transforma
a conjuncao em disjungao e vice-versa.

e Dessa forma, por exemplo, a negacao da sentenca Carlos acorda cedo e
dorme tarde é Carlos nao acorda cedo ou nao dorme tarde.

e Por outro lado, a negacao da sentenca Ela € professora ou meédica € Ela nao
€ professora e ndo € médica.

Outra observacao pertinente acerca dessas leis € que elas apresentam uma
maneira de definir a conjuncao a partir da disjuncéao e vice-versa, bastando para
iSso negar as equivaléncias apresentadas no inicio desta secao para obter (p A

ND=E"CpV g)e(p Va) =7("p A 7q)



Exemplo 1: demonstre, utilizando a algebra proposicional, que as Leis de De
Morgan continuam validas para o caso de trés componentes, ou seja,

a) _'(p /\ q /\ r) = _'p V _'q v T Proposi¢coes | Propriedade
b) _'(p \/ q v r) = p /\ e /\ - ! —(p/AqAT) | Associativa

2| =((pAq)Ar) | DeMorgan

3|-(pAq)V—-r| DeMorgan

4| -pV—qV-r

Vale ressaltar que outra possibilidade para mostrar tais equivaléncias logicas é
utilizar o método das tabelas-verdade. Porém, enquanto o numero de proposicoes
atdbmicas cresce linearmente, o tamanho da tabela-verdade aumenta
exponencialmente. Por esse motivo, o estudo da algebra proposicional &
essencial.



Propriedades da condicional e bicondicional

Frequentemente, proposicoes compostas sdo definidas em termos de operadores
condicionais e bicondicionais.

Um procedimento usualmente adotado na manipulagao de expressoes que
contenham condicionais ou bicondicionais consiste na eliminacao dos conectivos
— € «», através da utilizacao das equivaléncias logicas mostradas na tabela a

seqguir:
Proposicoes Equivaléncias
[ (p—q) —pV q
2| (pegq) (p—=4q)A\(qg—=p)
3] (peq) [(PVAIA(—qVP)




Equivaléncias notaveis

Lei da absorcao: a tabela abaixo mostra essa lei e sua respectiva forma dual, bem
como uma outra importante equivaléncia notavel, que € basicamente uma
generalizacao da Lei da absorcgao.

(pV(pAQ) = (pVV)VI(pAq)| ldentidade
Equivaléncias Notaveis Nome — pA(VVQq) Distributiva
(pV(ipAQ))=p Lei da absorcao — pAV Dominacgao
(PA(PVQ))=p = P
(PAQ)V(-pAq) = ,
PSR = (pA(pVq) = (pVFA(pVq) | Identidade
(pVaIA(-pVg)=q
= pVI(FAQ) Distributiva
— pVF Dominagao

P




A prova da lei da absorcao composta (e dual) segue na
tabela abaixo.

(PAQ)V(—pAq) = (pAQ)V-PIA((PAQ)VQq) Distributiva
= ((pVpPIA(QV-P)IA(qQVI(pAQ)) Distributiva e comutativa
= (VA(QV-p))A(qVI(pAq)) Terceiro excluido e comutativa
= (qV-p)Aq Identidade e absorcao
= q/N(qV—p) Comutativa
= q Absorgao
(PVaA(PVq) = (pVagA—-PIVI([PVqIAq) Distributiva
= ((pA-p)V(gA-P))VI(gA(pVq)) Distributiva e comutativa
= (FV(qA-P))VI(qA(qVPp)) Contradi¢ao e comutativa
= (qA—-p)Vq Identidade e absorc¢ao
= qV (qA—p) Comutativa
= q Absorcao




Formas normais - Forma normal conjuntiva

Dizemos que uma férmula proposicional P esta na Forma Normal Conjuntiva (FNC) quando P for
uma conjuncgdo p1 A p2 A p3 A ... A pn,em que cada pi (1 <i<n) é uma clausula, ou seja, é
uma disjuncao de atomos ou um atomo.

Podemos dizer, entdo, que uma formula P esta na FNC se e somente se:
a. contém como conectivos légicos apenas A, V e —
b. 7 opera apenas sobre atomos, isto &, ndo tem alcance sobre A e V
C. nao apresenta operadores de negagao sucessivos, como
d. V ndo tem alcance sobre A, ou seja, ndo ha expressdes comop V (q A r)

Se Q é uma férmula proposicional na forma normal conjuntiva equivalente a P, entdo Q é
referenciada como FNC(P).



Exemplo: para a férmula proposicional P = (7p V q) — r, temos,
FNCP)=(pVaqVnNAPVaVnNA@PVagVr)
Procedimento para obtencdo da FNC via tabela-verdade.

1. Construir a tabela-verdade da proposicao P

2. Procurar na tabela-verdade as linhas que avaliam P como F

3. Para cada uma dessas linhas, constroi-se a disjungao da seguinte maneira:

a) Para cada atomo presente na férmula proposicional, se o valor I6gico do atomo é V,
toma-se —p, e se for F, toma-se p

4. Determinar a conjuncao das disjungdes obtidas para cada linha F da tabela-verdade de P

5. Se a proposicao P € uma tautologia (ndo ha linha F na tabela-verdade), determinase que
FNC(P) = p V —p, na qual p é uma formula atdmica



Exemplo: para a férmula proposicional P = (7p V q) — r, temos,

FNCP)=(pV agVDAPVYagVD)DAPEPVagVr)

plg|r|—P|PVq|[(-pVq)—oT

sl 7 Seguindo o procedimento, temos que a segunda
wilealel & | i 2 . linha da tabela-verdade fornece a clausula

vlelwd 5| = o (7pV g Vr), a sexta fornece a clausula (pVgVr) e
wlelel =1 & v a ultima fornece a clausula (pVqVr).
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Formas normais - Forma normal disjuntiva

Dizemos que uma féormula proposicional P esta na Forma Normal Disjuntiva
(FND) quando P for uma disjungdo p1 V p2 V p3 V ... V pn, em que cada pi (1
<i<n)éuma conjungao de atomos ou um atomo.

Podemos dizer, entdo, que uma féormula P esta na FND se e somente se:
a. contém como conectivos légicos apenas A, V e —

b. 7 opera apenas sobre atomos, isto &, ndo tem alcance sobre A e V
C. nao apresenta operadores de negacao sucessivos, como 7

d. A ndo tem alcance sobre V, ou seja, ndo ha expressdes comop A (q V r)



Analogamente ao caso anterior, se Q é uma férmula proposicional na forma normal
disjuntiva equivalente a P, entao, Q é referenciada como FND(P).

Como exemplos de férmulas proposicionais que estdo na FNC, podemos citar:
*(PAQ)V(pA™q)

‘pVF

*pV(gAT)Vs

*“PAQV(IApAQ) Vs

Ja a proposicao 7(pAq) Vr nao esta na FND, pois ela contém uma subférmula (néo
atbmica) negada.



Procedimento para obtencao da FND via tabela-verdade.

1. Construir a tabela-verdade da proposicao P

2. Procurar na tabela-verdade as linhas que avaliam P como V

3. Para cada uma dessas linhas, constroi-se a conjuncido da seguinte maneira:

a) Para cada atomo presente na férmula proposicional, se o valor I6gico do atomo é V,
toma-se p, e se for F, toma-se —p

4. Determinar a disjungao das conjungdes obtidas para cada linha V da tabela-verdade de P

5. Se a proposicao P € uma contradicdo (ndo ha linha V na tabela-verdade), determina-se que
FND(P) =p A —p, na qual p € uma férmula atbmica



considere a formula P = ((qVr) — p)A((pVr) — q).
FND(P)=(p AgAnNV{PAqgAT)V(pA-qgA )

plaglr|(gVvr)|(pVTr)]|(gVT)—=p|(pVTr)—q|P
VIiV]|V \'% Vv Vv Vv V|&
VM| F \'% Vv Vv \'4 V|&
VIF|V \'% \'% \'4 E F
YI*E IFE F \'% \'4 F F
FIV|V \'% Vv F Vv F
FI|V|F \'% F F \'4 F
FI|F|V Y \'% F F F
FIE|E F F \' \'4 V|&




Obtencao algébrica de formas normais

A derivacdo da FNC de uma dada proposicao P pode ser realizada por meio da
substituicdo de subférmulas por proposicoes equivalentes, sendo que esse
processo deve ser repetido até que a forma normal seja obtida.

Apresentaremos a discussao em termos da FNC, sendo que o processo pode ser
facilmente adaptado para a FND, modificando apenas o ultimo passo do
procedimento.



Procedimento para obtencao da FNC via algebra proposicional

1. Utilizar repetidamente as equivaléncias a seguir para eliminagéo dos conectivos légicos — e <
P—>q=7pVq

poa=(tpVa)A(mqVp)

2. a) Utilizar repetidamente a Lei da dupla negagao para a eliminagao de negag¢des multiplas: 7(7p) = p
b) Utilizar repetidamente as Leis de De Morgan para a redugao do escopo da negagao:
"PAg=E"pV q

"PVa=pAq

3. Quando a expresséao obtida nao tiver subformulas compostas negadas, as duas leis a seguir s&o
utilizadas para reduzir o escopo do operador V (comutativa e distributiva):

PV@ANEPEVa APV
PAQVI=eVnA@Vr)



obter a FNC da proposicao légica 7 ((p V ~q) A )
utilizando a algebra proposicional.

-((pV—gq)A—-1) = —(pV—-q)V—(—r)| DeMorgan
= —(pV—q)Vr Dupla negacao
= —pA—-(-q)Vr De Morgan
= pAqVr Dupla negacao

Distributiva
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obter a FNC da proposicéao légica (p Aq)V (rA(sVt))
utilizando a algebra proposicional.

(pAq)V(rA(sVi)) (PV(IrA(sVt)))A(qV(rA(sVi))) Distributiva

Il

(PVT)A(pVsVEIA(qVT)A(qVsVt) | Distributiva




Procedimento para obtencao da FND via algebra proposicional.

1. Utilizar repetidamente as equivaléncias a seguir para eliminagdo dos conectivos logicos — e «
P—a=7p Vg

p—~q=(pVa A(mqVp)

2. a) Utilizar repetidamente a Lei da dupla negacéao para a eliminagao de negag¢des multiplas: 7(7p) = p
b) Utilizar repetidamente as Leis de De Morgan para a redu¢ao do escopo da negacgao:
"PAQ=E"pV q

"PVa)=pAq

3. Quando a expresséao obtida nao tiver subférmulas compostas negadas, as duas leis a seguir sdo utilizadas para
reduzir o escopo do operador A (comutativa e distributiva):

PA@VIHN=E=PAQVPAT
PVaAr=peAnV@Ar



