UNIDADE 4

Algebra proposicional






4.1 Primeiras palavras

A definicdo de uma algebra das proposi¢coes é fundamental para o tratamento
analitico de férmulas da l6gica proposicional. Isso é particularmente importante
nos casos em que a construcio de tabelas-verdade torna-se uma tarefa inviavel
ou demasiadamente trabalhosa. Esta unidade apresenta as principais proprie-
dades dos operadores légicos vistos até o momento, o que define a algebra
proposicional, bem como duas representagdes padrao para sentengas validas

da l6gica proposicional, que sédo as formas normais conjuntiva e disjuntiva.

4.2 Problematizando o tema

Um assunto de fundamental importancia na l6gica proposicional € o estudo da
algebra das proposi¢cdes. Uma pergunta que parece natural neste momento é
justamente a seguinte: é possivel manipular proposic¢ées légicas com o intuito de
simplifica-las ou mesmo reescrevé-las em uma outra representacao equivalente,
assim como acontece com expressoes algébricas da matematica? A resposta
para essa pergunta é justamente o principal objetivo desta unidade, que ira dis-
cutir as principais propriedades dos operadores l6gicos que estudamos anterior-
mente, bem como duas representacdes padrdes para uma proposi¢ao, que sao
as formas normais conjuntiva (FNC) e disjuntiva (FND), importantes tanto na
identificagdo quanto na comparagao de duas ou mais formulas bem-formadas.
Com base nos conceitos que serdo discutidos aqui, sera possivel, por exem-
plo, encontrar proposi¢des logicamente equivalentes a uma dada proposicéo P,
sem a utilizacao de tabelas-verdade. A grande vantagem disso reside no fato de
que, enquanto o numero de proposicoes atdmicas em P cresce linearmente (n),
0 numero de linhas da tabela-verdade cresce exponencialmente (2™), tornando
inviavel sua construgdo. Por essa razao, o estudo da algebra proposicional é

indispensavel.
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4.3 Propriedades dos operadores conjuncao e disjuncao

Nesta se¢do serdo discutidas equivaléncias importantes que sdo amplamente
empregadas na simplificacdo e manipulagéo de expressoes logicas com o intuito
de provar a validade de argumentos. Tais equivaléncias podem ser facilmente

provadas utilizando o método das tabelas-verdade.

Um comentério relevante consiste no significado do termo dual em légica
proposicional. Para qualquer proposicao P definida apenas em termos de sim-
bolos atémicos (p, q,...), simbolos de verdade (V ou F) e dos conectivos A
(conjuncao) e V (disjuncao), seu par dual (proposicao dual a P) é encontrado
substituindo todas as ocorréncias dos simbolos V por F e vice-versa, bem como
todo conectivo /\ por \V e vice-versa. Por exemplo, o dual da proposi¢ao (p/\q)VF
€ a proposicao (pV q) /A V. A seguir & apresentada uma tabela que sumariza as

propriedades basicas dos operadores de conjungao e disjungao.

Leis Nomes
pA—Pp=F Lei da contradigéo
pV-"p=V Lei do terceiro excluido

pAV=p Leis da identidade
pVFE=p
PAF=F Leis da dominagéo
pVV=V
PAP=DP Leis idempotentes
pVp=p
—(—p)=p Lei da dupla negacéao
PpAq=q/Ap Leis comutativas
pVa=qVyp
PAgAT=pA(gAT) Leis associativas
(pVagVr=pV(qVr)
pAQVT)=(pPAqQV(pAT) Leis distributivas
pVAT)I=(PpVgA(PVT)




Note que cada uma das leis indicadas na tabela estdo acompanhadas do

seu dual, mostrando que o que vale para o operador /\ também vale para V.

4.3.1 Leis de De Morgan

Duas equivaléncias logicas extremamente importantes no calculo proposicional
sdo as famosas Leis de De Morgan. Elas sao fundamentais pois nos ensinam
como negar uma conjuncao/disjungdo. As duas Leis de De Morgan sao definidas

pelas seguintes equivaléncias:

e “(pAq)="pV—q

e ~(pVq)=—pA—q

Uma maneira simples de verificar tais equivaléncias € utilizando o método
das tabelas-verdade para mostrar que —(p A\ q) « —p VvV —q é uma tautologia,
com o mesmo sendo valido para o caso das proposi¢cées duais. Observe que

essas leis nos ensinam que:

e A negacgédo de duas proposicdes que sdo simultaneamente verdadeiras

equivale a afirmar que ao menos uma delas é falsa.

e Negar que ao menos uma de duas proposicoes é verdadeira equivale a

afirmar que ambas s&o falsas.

Em outras palavras, as Leis de De Morgan nos dizem que a negacao trans-
forma a conjuncdo em disjungao e vice-versa. Dessa forma, por exemplo, a
negacao da sentenga Carlos acorda cedo e dorme tarde € Carlos ndo acorda
cedo ou ndo dorme tarde. Por outro lado, a negacado da sentenca Ela é pro-
fessora ou médica é Ela ndo é professora e ndo é médica. Outra observagao
pertinente acerca dessas leis € que elas apresentam uma maneira de definir a
conjuncao a partir da disjuncéo e vice-versa, bastando para isso negar as equi-

valéncias apresentadas no inicio desta se¢ao para obter (p A q) = —(—p V —q)
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e(pVq)=—(—p/A—q). Oexemplo a seguir mostra que as Leis de De Morgan
podem ser generalizadas para conjungdes ou disjungdes envolvendo mais que

dois simbolos atémicos.

Exemplo 1: demonstre, utilizando a algebra proposicional, que as Leis de
De Morgan continuam validas para o caso de trés componentes, ou seja,
a) ~(pAgAT)=—PpV—-qV-r

b)-(pVqVr)=—-pA—-qA—r

O item a) pode ser resolvido aplicando a seguinte sequéncia de operagodes:

Proposicdes | Propriedade

1] =(p/ANgqATr) | Associativa

2| —=((pAq)Ar) | De Morgan

3| —=(pAq)V—-r| DeMorgan

4| —pV—qV-r

Para o item b) a solucdo é obtida a partir da aplicagdo da mesma sequéncia
de operagoes. Vale ressaltar que outra possibilidade para mostrar tais equivalén-
cias légicas é utilizar o método das tabelas-verdade. Porém, enquanto o numero
de proposigdes atbmicas cresce linearmente, o tamanho da tabela-verdade au-
menta exponencialmente. Por esse motivo, o estudo da algebra proposicional é

essencial.

4.4 Propriedades da condicional e bicondicional

Frequentemente, proposicées compostas sao definidas em termos de opera-
dores condicionais e bicondicionais. Um procedimento usualmente adotado
na manipulacdo de expressdes que contenham condicionais ou bicondicionais
consiste na eliminagao dos conectivos — e «, através da utilizagdo das equiva-

léncias légicas mostradas na tabela a seguir.



Proposicoes Equivaléncias

1 (p—4q)

PV

2| (peq) (p—aq)A\(g—7p)

3] (peq) |[(PVAA(qVD)

A equivaléncia (3) é mostrada utilizando a tabela-verdade a seguir, na qual

é possivel verificarque P = (p < q) < ((—p V q) A (—q V p)) é uma tautologia.

Pla|~p|q|peq|pVa|—qVp | (tpVagA(=qVp)|P
VIV F|F \% \% % \%
VIF| F |V F F % F \%
F|V F F F F \%
F|F V| Vv \% \% \%

4.4.1 Equivaléncias notaveis

A partir das regras da algebra proposicional e das equivaléncias légicas apre-

sentadas até o momento, podemos derivar outra importante lei conhecida como

a Lei da absorcao. A tabela abaixo mostra essa lei e sua respectiva forma dual,

bem como uma outra importante equivaléncia notavel, que é basicamente uma

generalizacdo da Lei da absorg¢éao.

Equivaléncias Notaveis

Nome

(pVipAg)=p

PAPV@)=p

Lei da absorgao

PAqQV(PAQG)=q
PVaAN(PVQg) =q

—

A seguir provaremos as duas equivaléncias acima utilizando apenas re-
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gras da algebra proposicional. Note que, alternativamente, poderiamos utilizar

tabelas-verdade para esse fim. A demonstracdo a seguir refere-se a prova da

Lei da absorgdo. O simbolo V refere-se ao valor I6gico verdade. Uma obser-

vagao pertinente € com relagdo a passagem da primeira para a segunda linha

da prova. A utilizagdo da propriedade distributiva ocorre de maneira inversa ao

que estamos acostumados, analoga ao que acontece com a operacao de co-

locar uma varidvel em evidéncia, utilizada com frequéncia na manipulagao de

equacdes matematicas.

PV(iPAq) = (pVV)V(pAq)| Identidade
= PA(VVQq) Distributiva
= PAV Dominacao
= P

PAPVq) = (PVEAMpPVq) | Identidade
= pV (FAQ) Distributiva
= pVF Dominagéo
= p

A prova da lei da absor¢ao composta (e dual) segue na tabela abaixo.

PAQV(PAq) = (pAQ)V—TDPIAN(PAQG)VQ)

(VA(QV—=p)A(qV(pAq))

Distributiva

(PV-=PIA(QV—=P)A(QV (pAQq)) Distributiva e comutativa

Terceiro excluido e comutativa

= (qV—-p)\q Identidade e absorgdo

= qA(qV—p) Comutativa

= q Absorgao
(PVaAAFEPVE =  (PVaOA-P VPV AQ) Distributiva

= (pA-P)V(@A-DP)V(qA(PVQ) Distributiva e comutativa

(FV(gA=p))V(gA(qVp))

(@N—P)Vq
qV(qgA—p)

q

Contradigdo e comutativa
Identidade e absorgao

Comutativa

Absorgéo




4.5 Formas normais

Com o que foi apresentado até o momento, podemos observar que existem di-
versas maneiras de escrever uma mesma formula. Por exemplo, as formulas
equivalentes (p — q) Ar = (—p V q) /A r s@o duas representagdes logicas
do mesmo conceito. Uma pergunta natural que surge nesse momento é a se-
guinte: seria possivel criar uma padronizagao para proposi¢cdes compostas, afim
de tornar a comparacao de expressoes algo mais simples e objetivo? Veremos
a seguir que, em muitas situagdes € conveniente adotar uma notacao padréao,
com o objetivo de expressar proposigcdes compostas de maneira Unica. Em re-
sumo, a ideia de normalizar as férmulas visa facilitar tanto a identificagdo quanto
a comparacao de duas ou mais proposigoes.

Duas formas normais s&o particularmente utilizadas para esse fim: a Forma
Normal Conjuntiva (FNC) e a Forma Normal Disjuntiva (FND). Dada qualquer ex-
pressao da l6gica proposicional, € sempre possivel determinar uma expressao
equivalente que esteja representada tanto na Forma Normal Conjuntiva quanto
na Forma Normal Disjuntiva. Nas se¢des a seguir iremos descrever como trans-

formar uma proposigao qualquer para as formas normais.

4.5.1 Forma normal conjuntiva

Dizemos que uma férmula proposicional P estd na Forma Normal Conjuntiva
(FNC) quando P for uma conjungéo p; A p2 A ps /A .../\ pn, €M que cada p;
(1 <1< n)éuma clausula, ou seja, é uma disjuncao de atomos ou um atomo.

Podemos dizer, entdo, que uma férmula P esta na FNC se e somente se:

a. contém como conectivos légicos apenas /\,V e —
b. — opera apenas sobre atomos, isto €, ndo tem alcance sobre A\ e V
€. ndo apresenta operadores de negacao sucessivos, como ——

d. V nao tem alcance sobre /\, ou seja, ndo ha expressées como p \V (q /A )
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Se Q é uma férmula proposicional na forma normal conjuntiva equivalente

a P, entdo Q é referenciada como FNC(P).

Exemplo 2: para a formula proposicional P = (—p V q) — r, temos,

FNC(P)=(—pV—=qVT)A(PV—qVT)IA(pVqVr) (4.1)

Pode-se mostrar que uma FNC é uma tautologia se e somente se cada
elemento da conjunc¢ao for uma tautologia, ou seja, somente se cada clausula for
uma tautologia. As seguintes férmulas proposicionais estao na FNC: p A (q V1),
pAVe—-pA(—qV—-r)As.

Ja a expresséo p /\ (r V (p /\ s)) ndo se encontra na FNC porque a dis-
jungéo (rV (p /\'s)) contém uma conjun¢do como subférmula. Para que uma
expressao possa ser qualificada como uma formula proposicional na FNC, nen-
huma disjungéo deve ter uma conjung@o como subférmula. A seguir veremos
um procedimento para a obtengcao da FNC de uma proposicao logica P através

da construcéo da tabela-verdade.

Tabela 4.1 Procedimento para obtencdo da FNC via tabela-verdade.

1. Construir a tabela-verdade da proposicao P
2. Procurar na tabela-verdade as linhas que avaliam P como F
3. Para cada uma dessas linhas, constroi-se a disjuncao da seguinte maneira:
a) Para cada 4tomo presente na férmula proposicional, se o valor légico do atomo
€V, toma-se —p, e se for F, toma-se p
4. Determinar a conjuncdo das disjungdes obtidas para cada linha F da tabela-
verdade de P
5. Se a proposigao P é uma tautologia (nao ha linha F na tabela-verdade), determina-

se que FNC(P) = p V —p, na qual p é uma férmula atdbmica




Exemplo 3: considere a férmula P = (—p V q) — r. Obtenha FNC(P).
Solugéo:

Construindo a tabela-verdade de P, temos:

plag|r|-p|PVaqg|(pVq —r
VIV|V| F % %
V|V|F| F % F &
VIF|V|F F 1%
V|F|F| F F %
FIVIV|V] V %
FIVIF|V] V F &=
FIF|V|V] V %
FIF|F| V]| V F &

Assim, de acordo com o procedimento descrito na Tabela 4.1, a FNC(P)
sera composta por trés clausulas, cada uma referente a uma linha F da tabela-
verdade de P. Seguindo o procedimento, temos que a segunda linha da tabela-
verdade fornece a cldusula (—p\V—qV/r), a sexta fornece a clausula (p\V—q\VVr) e
a ultima fornece a clausula (p 'V q 'V r). Portanto, temos como solugéo a seguinte

representacéo:

FNC(P)=(—pV—qVT)IA(pV—qVT)A(PVqVrT) (4.2)

4.5.2 Forma normal disjuntiva

Dizemos que uma férmula proposicional P estd na Forma Normal Disjuntiva
(FND) quando P for uma disjuncdo p; V p2 V p3 V...V pn, €m que cada p;
(1 <1< n)é uma conjungao de atomos ou um atomo. Podemos dizer, entao,

que uma férmula P esta na FND se e somente se:
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a. contém como conectivos l6gicos apenas /\,V e —

b. — opera apenas sobre atomos, isto €, ndo tem alcance sobre N\ e V

C. ndo apresenta operadores de negagao sucessivos, como ——

d. /A ndo tem alcance sobre V, ou seja, nao ha expressées como p /A (q V' 1)

Analogamente ao caso anterior, se Q € uma féormula proposicional na forma
normal disjuntiva equivalente a P, entdo, Q € referenciada como FND(P). Como

exemplos de formulas proposicionais que estdo na FNC, podemos citar:

e (pAq)VI(pA—Q)

e pVF

pV(~gA-T)Vs

(PAQVIEAPA—q)V s

Ja a proposi¢éo —(p/\q) Vr néo esta na FND, pois ela contém uma subfor-
mula (ndo atbmica) negada. Apenas subférmulas atémicas podem aparecer
negadas nas formas normais. Isso ocorre porque, de acordo com as Leis de
De Morgan, a férmula anterior ainda poderia ser simplificada. A seguir veremos
um procedimento para a obtencdo da FND de uma proposicédo l6gica P atra-
vés da construcao da tabela-verdade, analogo ao que foi apresentado na segéao

anterior.

Exemplo 4: considere a férmula P = ((qVr) — p)/A\((pVT) — q). Obtenha

FNC(P).

Solucéo:

Construindo a tabela-verdade de P, temos:



pla|r|l@Vr)|pVr)|(@Vr)—=p|(pVr)—q|P
VIiViv| Vv v v V| &
VIVIF| V v v v V| &
VIF|V| V v v F F
VIF|F| F v v F F
FIViV] Vv v F 1% F
FIVIF| Vv F F v F
FIF|V| Vv v F F F
FIF|F| F F v v V| &

De acordo com o procedimento descrito na Tabela 4.2, a FND(P) sera

composta por trés subférmulas, cada uma referente a uma linha V da tabela-

verdade de P. Similarmente ao caso anterior da FNC, ao seguir as instrugdes

do procedimento descrito na tabela 4.2, tem-se:

FND(P) = (p AqAT)V (pAgA=T)V (Zp A=qg /A —T)

Tabela 4.2 Procedimento para obtengéo da FND via tabela-verdade.

(4.3)

1. Construir a tabela-verdade da proposicao P

2. Procurar na tabela-verdade as linhas que avaliam P como V

3. Para cada uma dessas linhas, constroi-se a conjungéo da seguinte maneira:

a) Para cada atomo presente na formula proposicional, se o valor |6gico do atomo

€V, toma-se p, e se for F, toma-se —p

4. Determinar a disjungdo das conjung¢des obtidas para cada linha V da tabela-

verdade de P

5. Se a proposicdo P é uma contradi¢cdo (ndo ha linha V na tabela-verdade),

determina-se que FND(P) = p A —p, na qual p € uma férmula atbmica
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Isso nos permite definir a seguinte equivaléncia:

((qVT) = pIA(PVT) = q) = (PAGAT)V(PAGATT)IV (FpA=q/A—T) (4.4)

4.5.3 Obtencgéao algébrica de formas normais

Podemos obter as formas normais (FNC e FND) de proposigbes légicas dire-
tamente a partir de regras da algebra proposicional, sem a necessidade de
construcao da tabela-verdade. Apresentaremos a discussao em termos da FNC,
sendo que o processo pode ser facilmente adaptado para a FND, modificando

apenas o ultimo passo do procedimento.

A derivacdo da FNC de uma dada proposicao P pode ser realizada por
meio da substituicao de subférmulas por proposi¢cdes equivalentes, sendo que
esse processo deve ser repetido até que a forma normal seja obtida. O procedi-
mento para a obtengdo da FNC é descrito em detalhes na Tabela 4.3, conforme

a definicdo encontrada em Nicoletti (2009).

Exemplo 5: obter a FNC da proposigao légica —((p V —q) /A —r) utilizando
a algebra proposicional.

Solugéo:

“((pV—q)A=-1) = =(pV—q)V (1) De Morgan
= —(pV—q)Vr Dupla negacéao
= —PpA—-(—q)Vr De Morgan

= pAqVr Dupla negagéo

= (pVr)A(qVr) Distributiva




Exemplo 6: obter a FNC da proposigéao logica (p/Aq)V (r/A(s\Vt)) utilizando
a algebra proposicional.

Solugao:

PAQVEAGVEY) =  (PVEAGVY))AQYEA(GVE)) | Distributiva
= (pVIAPVsVHAQVT)A(QVsVt) | Distributiva

Tabela 4.3 Procedimento para obtengdo da FNC via algebra proposicional.

Para a obtencao da forma normal conjuntiva de uma férmula P, os seguintes passos
devem ser seguidos, quando passiveis de aplicagao:

1. Utilizar repetidamente as equivaléncias a seguir para eliminacao dos conectivos
l6gicos — € «»

p—=q="pVg

poq=(pVaA(qVyp)

2. a) Utilizar repetidamente a Lei da dupla negacao para a eliminagdo de negacdes
multiplas:
—(-p)=p

b) Utilizar repetidamente as Leis de De Morgan para a redugao do escopo da
negacgao:
~(pAg)=—pV—q
—(pVg)=-pA—q

3. Quando a expressao obtida nao tiver subférmulas compostas negadas, as duas
leis a seguir sdo utilizadas para reduzir o escopo do operador V' (comutativa e dis-
tributiva):

pVAT)=(pVqgA(pVT)

(PAGVT=(pVTIA(qVT)




Exemplo 7: obter a FNC da expresséao légica P = (—p V q) — r utilizando
tanto a regra da tabela-verdade quanto a sequéncia de regras da algebra propo-
sicional. Mostre a equivaléncia entre P e FNC(P), bem como entre os resultados
obtidos por ambos os métodos.

Solugao:

Primeiramente, devemos construir a tabela-verdade de (—pV q) — r. Note
que ela ja foi construida no Exemplo 2. Observando as linhas F da tabela-
verdade, e de acordo com o procedimento descrito na Tabela 4.1, tem-se FNC(P)
(FpV =gV TIA(PV=qVT)A(pVqVr).

Para néo sobrecarregar a notacéo, considere a seguinte nomeacao de va-
riaveis: Q = (—pV—qVr),R=(pV—qVr),S=(pVqVr). Assim, podemos
verificar a equivaléncia entre P e FNC(P) mostrando que P « (Q ARAS) é uma

tautologia. Isso pode ser feito através da construcao da seguinte tabela-verdade:

plg|T| Pl q|P|Q|R|S|(QARAS)| P (QARAS)
VIV|IV| F|F |V V|V \%
VIVIF|F|F|F|IF|V|V F

VIF|IV| F |V V|V V|V \% \%
VIF|F| F|V|V|V|V]|V \% \%
FIV|V|F|F|V|IV|V]|V \% \%
FIV|F|F | F|F|V|F|V F \%
FIF|V]| F V|V \% \% \%
FIF|F| F FlV F F \%

Assim, como a ultima coluna da tabela-verdade é composta somente por
valores logicos V, (P < (Q AR A'S)) é uma tautologia, o que significa que
P = (QARAS). A determinagdo da FNC de P através das regras da alge-

bra proposicional pode ser realizada de acordo com a seguinte sequéncia de
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passos:

(—pVgq)—r = —(—pVq)V-—-r | Equivaléncia da implicagéo
= (=(p)A—q)Vr De Morgan
= (PA—q)Vr Dupla negacgéo
= (pVr)A(—qVr) Distributiva

A FNC obtida pelo método da tabela-verdade é equivalente & FNC obtida
por meio de equivaléncias légicas. Para evidénciar essa equivaléncia, (Q /AR A
S)=(pVr)A(—qVr), basta verificar que a proposicdo T = (Q/ARAS) « ((pV
) A\ (—qV 1)) é uma tautologia. A tabela-verdade abaixo mostra a equivaléncia

em questao.

plalr|—p|=d[pVr|=qVr | (pVT)IA(=qVT) | (QARAS)|T
VIVIV]|F|F| V % % \% \%
VIVIF| F|F| V F F F \%
VIF|IV]|F|V] V % % \% \%
VIF|IF| F| V] V % % \% %
FIV|V| F|F| V % % % \%
FIV|F| F | F| F F F F %
FIF|V]| F % % \% %
FIF|F| F F F F \%

Portanto, foi mostrado que o resultado obtido por ambos os métodos sao de
fato equivalentes, ou seja, (—pV—qV1r)A(pV—qVT)A(pVqVT) = (pVT)A(—qVT).
Por fim, o procedimento para a obtencdo da FND utilizando as regras da
algebra proposicional € idéntico ao apresentado para a FNC, com excegao do

ultimo passo (3) da Tabela 4.3. A Tabela 4.4 descreve o método em detalhes.
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Tabela 4.4 Procedimento para obtencdo da FND via &lgebra proposicional.

Para a obtencao da forma normal conjuntiva de uma férmula P, os seguintes passos
devem ser seguidos, quando passiveis de aplicag¢ao:

1. Utilizar repetidamente as equivaléncias a seguir para eliminagdo dos conectivos
l6gicos — e «

p—=q="pVgq

peoq=("pVaA(=qVp)

2. a) Utilizar repetidamente a Lei da dupla negacao para a eliminacdo de negacdes
multiplas:
~(-p)=p

b) Utilizar repetidamente as Leis de De Morgan para a reducado do escopo da
negacgao:
—“(pANg)=—pV—q
—(pVdq)=—pA—q

3. Quando a expressao obtida néo tiver subférmulas compostas negadas, as duas
leis a seguir sdo utilizadas para reduzir o escopo do operador A (comutativa e dis-
tributiva):

pAGVT)=(PpAG)VI(PAT)

(PVa)Ar=(pAT)V(GAT)

Exemplo 8: esse exemplo ilustra algumas situa¢des interessantes que po-

dem ocorrer na algebra proposicional. Além disso, trata-se de mais um exercicio

de como aplicar a Lei distributiva ao se utilizar os operadores /\ e V.
a) Obter a FND da proposi¢éao (p VvV q) /\ (1 V s).

Note que, neste caso, a expressao dada se encontra na FNC. Portanto,

para a convertermos em FND ¢é preciso aplicar a Lei distributiva, com o intuito

de reduzir o escopo do operador /\. Assim, distribuindo o operador /A podemos

escrever:

PVAATVs)=(pAFTVs))VIGA(TVs)



Distribuindo novamente os operadores /\ internos, temos:

PAEVS)YVIQATVs)=((pAr)VI(pPAs)V((gAT)V (qAs))

A formula resultante ja estd na FND. Basta remover os paréntesis mais
externos para evidenciar a notagao.

b) Obter a FNC da proposigao (p A q) V (r As).

Agora, temos como ponto de partida uma expressao na FND (dual da pro-
posigao anterior). Distribuindo o operador V, temos:

PAQVEAs)=pVIAs)AQV(rAs))

Distribuindo novamente os operadores V internos, temos:

PV EASPA(QV(rAs) =((pVT)A(PVs)AgVT)A(qVs))

c) Obter a FNC e a FND da proposicéo (p A q) V (rVs).

Note que, neste caso, a proposicao inicial ja se encontra na FND, bastando
remover os paréntesis em torno de r \/ s para evidenciar tal fato. Para escrever-
mos a proposi¢do na FNC, primeiramente devemos utilizar as Leis associativa e
comutativa:

(PAQV(rVs))=(rVI(pAQq)) Vs

Aplicando a distributiva no V mais interno e, em seguida, a Lei comutativa,
temos:

(rV (A Vs=sV(rVp) AV ag)

Aplicando a distributiva no \V mais externo e a Lei associativa, temos final-
mente:

sV(rVpIATVg)=(sVrVp)A(sVTrVQq)

4.6 Conclusoes

A presente unidade apresentou uma introducdo a algebra proposicional, atra-
vés das propriedades dos operadores logicos e de equivaléncias l6gicas im-

portantes. A principal motivacao para este estudo é o fato de a algebra das
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proposicoes definir as bases do célculo proposicional, pois fornece as ferramen-
tas necessarias para que, juntamente com as regras de inferéncia, seja possivel
deduzir conclusoées logicas validas a partir de um conjunto inicial de fatos (pre-
missas). Além disso, foi apresentado o conceito de forma normal, através da
definicdo das formas normais conjuntiva (FNC) e disjuntiva (FND), que além de
ajudar a padronizar a notacao, facilita a identificacdo e comparacao entre duas
ou mais proposicées compostas. Foram discutidos dois métodos para encontrar
a FNC e a FND de proposi¢cdes compostas em geral, um baseado na construgao

de tabelas-verdade e outro na utilizagéo das regras da algebra proposicional.

4.7 Estudos complementares

Para o leitor interessado em se aprofundar no assunto tratado nesta unidade,
recomendamos Rautenberg (2010) e o classico Hilbert & Ackermann (1999).
Em ambos os livros sdo apresentadas discussdes importantes sobre a algebra
proposicional e formas normais, relevantes para um estudo mais formal da I6gica

matematica.

Um assunto diretamente relacionado a esta unidade e de extrema relevan-
cia para a computacéo é a definicdo do operador légico denominado ‘NAO-E’,
usualmente representado por uma barra vertical |. A operagéo p|q é equivalente
a—(p/\q),ousej, plg = —~(p/\ q). Existe um resultado teérico que garante
ser possivel a definicdo de qualquer funcao légica de duas variaveis (V e F, ou 0
e 1) utilizando apenas a funcéo légica ‘NAO-E’. Apesar de teérico, tal resultado
traz uma série de implicacdes praticas, como, por exemplo, o fato de qualquer
circuito digital poder ser construido apenas com um tipo de componente ele-
trénico (as portas logicas ‘NAO-E’), o que representa uma enorme economia no
custo de producéo de placas e dispositivos digitais. Maiores detalhes sobre esse
resultado e a teoria matematica que o fundamenta podem ser encontrados em

Souza (2008).



4.8 Exercicios

1) Utilizar a Lei de De Morgan para negar a sentenga: Rosas sdo vermelhas e

violetas sao azuis.

2) Utilizando tanto o método da tabela-verdade quanto a algebra proposicional,

determine a FNC de cada uma das proposicoes a seguir:

a)p — —q b) ~(p A q)
c)(pANq)Vq dpA—(qVr)
e) ~(pA(qVr) pV(=pAqgAT)

g9~p—=qVpVvg h—=(p—=—q9gAN(PpAq)

3) Utilizando tanto o método da tabela-verdade quanto a algebra proposicional,

determine a FND de cada uma das proposicoes a seguir:

a)—p— (qAT) b) ~qA(q—r1)
c)p—q)V—p d)(—pVq) Vg
e) ~(pA(qgVr) ipVig—1)—s

9)~pVaAls—=t) h)=(pAqAlpVaq)

4) Obtenha uma férmula equivalente a —(p /A q) \V r, apenas com o operador —.

5) Demonstrar, utilizando as regras da algebra proposicional, as Leis de De Mor-

gan para quatro componentes:
a) “(pAgATAS)=—pV—qV-rV—s
b) ~(pVqVrVs)=—pA—qA—-T/A—s

Desafio: o problema de Post (Emil Leon Post, 1897-1954) consiste em determi-
nar se para toda tabela-verdade existe uma férmula que a determine. Em termos
préaticos, dada uma tabela-verdade, deseja-se saber qual € a expressao légica
correspondente. Este problema é muito importante para a computagao, pois é a

base para o projeto de circuitos digitais. Considere a seguinte tabela-verdade:
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< < < <|=
-
< <

Mostre, através da algebra proposicional, que P = ((qVr) — p)A((pVT) —

q). Sugestao: considere a FND de P como ponto de partida.
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